Démonstrations du chapitre « Limites et fonctions», surtout pour les curieux, car dans ce chapitre aucune
démonstration n'est citée comme « intéressante » dans le programme officiel... je vous mets en rouge tout de
méme une situation intéressante que nous retrouverons dans I'année sous forme de ROC.

1) Propriétés concernant les opérations sur les limites_:

Les tableaux concernant les sommes, produit, quotient sont a connaitre par cceur, voici trois preuves concernant les
opérations sur limites en I'infini, les autres pouvant s'en déduire, ce qui peut constituer un bon entralnement pour un
exercice ROC :

a) Enoncé :
si lim f(x)=+o et lim g(x)=L alors lim (f(x)+g(x)):+oo

x—+o© x—+oo x—+o0
Preuve:
Soit B un réel fixé quelconque (strictement positif).
Comme lim g(x)=L, il existe unréel 4, tel que pour tout X=4;, : L-1<g(x)<L+1 .

xX—+o0
De plus, comme lim f(x)=+co, il existe unréel 4,, tel que pour tout x24, : B—(L-1)<f(x) .
X— +o0

Soit A le plus grand des deux nombres 4, et 4, , les inégalités de méme sens s'ajoutant :
L-1+B—(L—1)<g(x)+ f(x) autrementdit: f(x)+g(x)=>B.

On vient donc de prouver que '+ g a pour limite +oo en +oo.

b) Enoncé :
si lim f(x)=+o0 et lim g(x)=L (ouL<0) alors lim (f(x)xXg(x)]=—o
X— 4o X— +o0 X—+o

Preuve:
Soit B un réel fixé quelconque, strictement négatif.

b

Comme lim g(x)=L, il existe unréel 4, tel que pour tout X=4; : L_g\g(x)<L+§ , Soit §<g(x)<37L
xX— +0o0
et au passage, cette inégalité ne concerne que des nombres négatifs !!! et celle — ci uniquement des nombres
—-3L

—L
positifs : 7>—g(x)>T

De plus, comme lim f(x)=+oo, il existe un réel 4>, tel que pour tout X=>4, : 2X(_B)<f(x) .
x—+00 _3L =
Soit A le plus grand des deux nombres 4, et 4, , les inégalités positives de méme sens se multipliant :
2X(—B)_  —
X

3L

;LSf(x)x(—g(x)) autrement dit : — f (x)X g(x)=—B, ouencore f (x)Xg(x)<B

On vient donc de prouver que f Xg a pour limite —o en +oo.

¢) Enoncé :
si lim f(x)=L (ouL>0)et lim g(x)=0 (de maniére a ce que & (x) demeure strictement positif) alors

x4 X—+©
lim (M =+
xoto\ g (X)
Preuve:
Soit B un réel fixé quelconque (strictement positif).
Comme lim f(x)=L, il existe unréel 4, tel que pour tout X=4; : L—%éf(x)<L+§ . soit §<f(x)<37L ,
xX— +oo
inégalité qui ne concerne que des nombres strictement positifs.
De plus, comme lim g(x)=0, il existe unréel 4 , tel que pour tout X >4, : —L _ <_L ,quelon peut
X—+ow 2 xg (x ) X
2B 2B
affiner en : 0<g(x)< _ L étant donné que g est une fonction strictement positive.
2B
.. . . 1 2B
La fonction inverse étant décroissante sur |0 ;+oo[ : ==

glx)” L
Soit A le plus grand des deux nombres 4, et 4, , les inégalités positives de méme sens se multipliant :
autrement dit : f (x)+g(x)=>B.



. On vient donc de prouver que L a pour limite +o en +oo.

g (x) g

) autrement dit : B <
g(x)

2) Théoréme des gendarmes :

Enoncé :

Si pour x assez grand on a u(x)<f(x)<v(x) etsi lim u(x) = lim v(x)=L alors lim f(x) existe et vaut L.
x—+o0 x—+o0 x— 4o

Preuve:

Soit e un réel strictement positif fixé quelconque.
Supposons que lim u(x) = lim v(x)=L, etdonc que :

x— 40 x—+ow
Il existe un réel A, tel que si x=4, alors L—e<u(x)<L+e
Il existe un réel A, tel que si x=4, alors L—e<v(x)<L+e.

Or, il existe un réel A, tel que si x=4 alors u(x)<f(x)<v(x).

Soit Ay le plus grand des trois nombres A,A et A..
Ainsi, pour tout réel x supérieur a la fois A A0, ona: L—e<u(x)<f(x)<v(x)<L+e

On vient donc de prouver que fa pour limite L en +o

3) Théorémes de limite par comparaison :
a) Par minoration :

Enoncé :

Sipour x assez grand ona f (¥)Zu(x) etsi lim u (x) =+ooalors lim f(x) existe et vaut +oo.
xX—+o0 xX— 4o

Preuve :

Soit B un réel fixé quelconque,
Supposons que lim u(x) = +oo, et donc que :

xX—+00

Il existe un réel A, tel que si x= 4, alors u(x)=B
Or, il existe un réel A, tel que si x=4 alors f (x)=u(x).
Soit Ay le plus grand des deux nombres A; et A

Alors, pour tout réel x supérieur a Ap, on a :
f(x)zu(x)=B

On vient donc de prouver que fa pour limite +oo en +oo.

b) Par majoration :

Enoncé :

Si pour x assez grand ona f (x)<u(x) etsi lim u(x) =—ooalors lim f(x) existe et vaut — oo,
x—+o x—+o

Preuve :

Soit B un réel fixé quelconque,

Supposons que lim u(x) = —oo, et donc que :

x—+o

Il existe un réel A, tel que si x> 4, alors u(x)<B
Or, il existe un réel A, tel que si x=>4 alors f (x)<u(x).
Soit Ay le plus grand des deux nombres A; et A

Alors, pour tout réel x supérieur a Ap, ona :
f(x)<u(x)<B

On vient donc de prouver que f'a pour limite + oo en — oo,



	On vient donc de prouver que f + g a pour limite +∞ en +∞.
	On vient donc de prouver que a pour limite en +∞.
	On vient donc de prouver que f a pour limite L en +∞
	On vient donc de prouver que f a pour limite +∞ en +∞.
	On vient donc de prouver que f a pour limite + ∞ en – ∞.

