Restitutiony Orgawnisées de Conwnaissances
sows forme d'exercicey « type Bac »

Dans ce document figurent des exercices « type Bac » correspondant aux 18 démonstrations explicitement
au programme de terminale S, dont 10 sont « exigibles et correspondent a des capacités attendues » :
elles sont marquées d'une étoile (*).

Bien siir, on peut vous demander de démontrer une « petite » propriété qui ne figure pas dans ce document
(comme ce fut le cas au bac 2014). Ici ne figurent que les démonstrations explicitement écrites dans le
programme : ce sont sans doute les moins simples.
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*1. THEOREME DE COMPARAISON (SUITES)

Exercice 1

Soient (u,,) et (V,,) deux suites telles que : - a partir d'un certain rang 7,, 4,SV, ;

lim u, =+

n—+o0 :
Soit A un réel strictement positif et [=] A ;+oo[
1. Pourquoi, a partir d'un certain rang 7, , I contient tous les termes de la suite (u,) 2
2. Démontrer qu'il existe un rang noté 7, tel que pour tout entier #=n,, v, € L.

3. Que peut-on en déduire de la question précédente ?

2. INEGALITE DE BERNOULLI

Exercice 2

Soit a un réel strictement positif.
Démontrer que pour tout entier naturel n : (1+a)' >1+na .

*3. LIMITE D'UNE SUITE GEOMETRIQUE

Exercice 3

Soit g un réel tel que g>1.

On rappelle I'inégalité de Bernoulli : pour tout réel @>0 , pour tout entier naturel n, (1+a)'>1+na .

1. Démontrer qu'il existe un réel a strictement positif tel que : ¢">1+na .

2. En déduire que : lim ¢ "=t

n—+oo

4. MAJORATION D'UNE SUITE CROISSANTE CONVERGENTE

Exercice 4

Soit (un) une suite croissante qui converge vers un réel noté /.

1. Supposons qu'il existe un terme Uy de la suite (u,) strictement supérieur a /.

a) Démontrer que |/—1;uy[ contient tous les termes de la suite (u,) a partir d'un certain rang 7, .

b) Démontrer que pour tout entier =N : u, & [I—1;uy[ .

2. Quel théoréme peut-on déduire de la question 1. ?
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5. DIVERGENCE D'UNE SUITE CROISSANTE NON MAJOREE

Exercice 5

Soit (un) une suite croissante non majorée et I[=]A;+»] ou A €R.
1. Démontrer qu'il existe un entier naturel N tel que uy>A .
2. En déduire que, pour tout entier naturel n tel que =N : u,>A |

3. Que peut-on en déduire sur la suite (un) ? Justifier.

*6. UNICITE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

Exercice 6

On admet' I'existence d'une fonction /* dérivable sur R telle que f'=f et f (O):l )
Nous allons démontrer que cette fonction est unique.

On définit la fonction % par A(x)=f(x) f(—x) .

1. a) Démontrer que la fonction /4 est constante sur R.
b) En déduire que, pour tout réel x : f (x)f(—x)=1.
¢) En déduire que la fonction f ne s'annule pas sur IR.

2. Soient f et g deux fonctions définies et dérivables sur R telles que f'=f, g'=g,
f(0)=g(0)=1.

D'aprés la question 1., g ne s'annule pas sur R. On définit alors la fonction k par: k Zf .

a) Démontrer que pour toutx € R : k(x)=1.

b) En déduire que f=g.

*7. LIMITES EN L'INFINI DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

Exercice 7.1

On définit la fonction f par f(x)=e"—x pour tout réel x .
1. a) Démontrer que f est strictement croissante sur R.
b) En déduire que pour tout réel x=0 : e*>x .

2. Que peut-on en déduire sur la limite de la fonction exponentielle en +oo ? Justifier.

Cela découle du théoréme de Cauchy-Lipschitz (difficile — au programme de 1'Agrégation de mathématiques), qui dit que
sous certaines conditions, une équation différentielle dont on connait une valeur admet au moins une solution.
Voir par exemple : http://sandrine.toonywood.org/pageperso/agreg/cauchy-lipschitz.pdf
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Exercice 7.2

. X . X
m =40 ’ . m =
lim e . En déduire que li mn ¢ 0 .
+00 X——0

On admet que o

8. THEOREME FONDAMENTAL DE L'ANALYSE(INTEGRATION)

Exercice 8

Soit /" une fonction croissante, continue et positive sur [a;b] .

Soit F la fonction définie sur [a;b] par F(x)Z_ff(t)dt.

Soit x€[a;b].Onposeh € Ravec h>0 et x+h € [a;b].
x+h

1. Démontrer que : F(x+4)—F(x)= f f(t)dt .

X

\J

X x+h b

Q H4--—-

x+h

2. Démontrer que : hX f (x)< f f(t)dt<hX f(x+h) .
F(x+h)—F(x)
h

lim f(x+h)=f(x) .

h—0

3. En déduire que : f (x)< < f(x+h).

4. Justifier que :

5. On admet que le résultat de la question 3. est toujours vrai avec 7<0 .
Que peut-on en déduire sur F ?

9. CONTINUITE ET EXISTENCE DE PRIMITIVES

Exercice 9

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a;b] .
On admet que f admet un minimum m sur [a;b].
On pose g(x)=f(x)-m.

1. Démontrer que g est continue et positive sur [a;b].

X

2. On définit les fonctions G et F sur [a;b] par G(x)=fg(t)dt et F(x)=G(x)+mx.

a

Démontrer que F est une primitive de / sur [a;b].
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10. THEOREME DU TOIT

Exercice 10

Soient P et P’ deux plans sécants suivant une droite A.
Soit d une droite incluse dans P et parallele a une droite d’ du plan P".
On suppose que d et d' ne sont pas confondues.

1. Supposons que A et d soient sécantes, et notons M leur point d'intersection.
a) Démontrer que : M € P'.

b) En déduire que : d est incluse dans le plan P'.

¢) En déduire que les droites d et A sont confondues.

2. De la question 1., on déduit que A et d ne sont pas sécantes.
En déduire que la droite A est parallele a la droite d, puis que la droite d est parall¢ele a la droite d".

Remarque : deux autres démonstrations sont proposées dans le document qui contient les déemonstrations.

*11. EQUATION CARTESIENNE D'UN PLAN

Exercice 11.1

On munit l'espace d'un repere orthonormé.

a
b
c

Démontrer qu'il existe un réel d tel que : ax+by+cz+d=0.

Soit P un plan de vecteur normal non nul 7 , et passant par A (x AsVasZ A) .

Exercice 11.2

On munit l'espace d'un repere orthonormé.
Soit P I'ensemble des points M (x 3 Vs Z) tels que ax+by+cz+d=0 avec a#0 .

d
1. Démontrer que le point A de coordonnées (—; ;05 0) appartient a l'ensemble P.

2. Soit 7 le vecteur de coordonnées (a ;b;c) . Démontrer que : AM.7n=0.

T°
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*12. DROITE ORTHOGONALE A UN PLAN

Exercice 12

Soit d une droite, orthogonale a deux droites sécantes d'un plan P, notées @, et d, .
Onnote #, i, et i, des vecteurs directeurs respectifs de d, d, et d, .
Soit A une droite du plan P, de vecteur directeur noté v .

1. Justifier qu'il existe @ et b deux réels tels que V=au1+bu, .
2. a) Démontrer que #.v=0.

b) Que peut-on en déduire sur d et A ?

*13. EVENEMENTS INDEPENDANTS

Exercice 13

Soient A et B deux événements indépendants.
1. Démontrer que : p(ZﬂB)Zp(B)—p(AﬁB) )
2. En déduire que : p(ANB)=p|A|x p(B).

3. Que peut-on en déduire sur les événements A et B 2

*14. ESPERANCE DE LA LOI EXPONENTIELLE

Exercice 14

Soit A\ un réel strictement positif.
Soit g la fonction définie sur [0;+oo[ par g(¢)=hre .

1. Démontrer que g est dérivable sur [0;+[ et que: g(¢)=e¢ - %g'(t) '
2. En déduire que : fg(t)dt:%(—e_kx—xxe‘kx+1) )
0

3. En déduire que : lim fg(t)dtZ% .

X—+00
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15. DUREE DE VIE SANS VIEILLISSEMENT (LOI EXPONENTIELLE)

Exercice 15

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parameétre A.
On admet que : p(X<k)=1-¢*".

Démontrer que pour tous réels ¢ et 4 positifs : Pxs,(X>1+h)=p(X>h)

*16. SEUIL POUR LA LOI NORMALE CENTREE REDUITE

Exercice 16

Soit T une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite N (0; 1) .
Soitox e O;1].

1. Démontrer que pour tout réel x strictement positif :
p(—x<T<x)=2F(x) ou F estla primitive de f qui s'annule en 0.

l—a 1
<_-

2. Démontrer que : 0<

3.2a) On admet que F est continue et strictement croissante sur [0;+oo] .
; ) ) , ) .. , l—a
Démontrer qu'il existe un unique réel strictement positif, noté u, , tel que : F(u,) = 5 -

b) En déduire qu'il existe un unique réel u,>0 tel que p (—u,<T<u,)=l-o.

*17. INTERVALLE DE FLUCTUATION ASYMPTOTIQUE

Exercice 17

X,—np
Vap(1=p)

On admet qu'il existe un unique réel u,>0 tel que p (—u,<T<u,)=1-o.

Soit X, ~B (n;p) etxe 0;1[.Onpose Z,=

1. En utilisant le théoréme de Moivre-Laplace, démontrer que : lim p (—u,<Z,<u,)=1-

L Ypli-p) X, vP(l—p))
a \/n = " SPpTUG \/;

2. Démontrer que : p(—ua< Z,< ua)=p (p—

=l-a ou I,= ...

n—+ow

X
3. a) Compléter le théoréme démontré : lim p (—” el
n

b) Comment s'appelle l'intervalle I, ?

a .
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18. INTERVALLE DE CONFIANCE

Exercice 18

Soit X, ~B (n;p) €N".O 2= g
01 n~ n, avec n . Nn pose n:— (¥ n: .
P P Vnp(1—p) n

On admet qu'il existe un entier 7, tel que, pour tout entier naturel 7=n, :
p(-2<Z,<2)>0,95 ot T~N (0;1).

Vp(l-p) X, Vp(1-p)

1. Démontrer que, pour tout entier naturel 7=>n, : p(p— 2T < ” <p+ZT)>O,95 .
n n

2. On définit sur [0;1] la fonction f par f(p)=p(1—p).

a) Etudier la fonction fet dresser son tableau de variations sur [0;1].
1
b) En déduire que 0<+/p(1 —p5<§ .

X 1

1 n
——=<—<p+—
PSSP,

¢) En déduire que, pour tout entier naturel #=n, : p >0,95 .

1 1 1 1
——_; +— (- Fn___;F11+__ .
i &] = n Jn]

4. En déduire que, pour tout entier naturel n=n, :

3. Démontrer que : F, €

1 1
l'intervalle [F,,— ﬁ ; F,,"'ﬁ] contient la proportion p avec une probabilité au moins égale a 0,95.
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