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Dans ce qui suit, le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O; i, v ) .
On peut donc mesurer les angles orientés de vecteurs.

I. Forme trigonométrigue d'un nombre complexe

DEFINITION. Argument d'un nombre complexe
Soit z un nombre complexe non nul, et M son image.

On appelle argument de z, et on note arg (z) , une mesure

(exprimée en radians) de 1'angle orienté

Remarques :

-onadonc arg(z)=(7,OM)+2km .
Le complexe z a une infinité d'arguments !

_n
On devrait donc noter par exemple 218 (z)= 5 (modulo 2 ).

_n
Par abus de notation, et car il n'y a aucune confusion possible, on note plutot '8 (z )_5 .

- le nombre 0 n'a pas d'argument.

Graphiquement, on obtient facilement :

PROPRIETES.

Soient z et z' deux nombres complexes non nuls.

o arg(z)= (modulo 2)
o arg(—z)= (modulo 27 )
THEOREME-DEFINITION. Forme trigonométrique d'un complexe

Soit z un nombre complexe non nul d'argument 6. Alors :

z=|z|(cosO+isin §) .

Cette écriture s'appelle la forme trigonométrique de z.

Démonstration :

Ecrire un nombre complexe non nul sous forme trigonométrique correspond géométriquement a repérer un
point par des coordonnées (dites) polaires, le plan étant muni d'un repére orthonormé direct.
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PROPRIETE.

Soit z un nombre complexe non nul.

Si z=r(cosa+isina) (ou 7>0 etx € R), alors : |z|=r et arg(z)=a (modulo 2m).

Démonstration :

z=r(cosoc+isin(x) donc |z|=lr|lcosa+isin al=rx1=r.

On a donc z=|z|(cosa+isina) . Notons 0 un argument de z . Alors : z=|z|(cosO+isin ).
D'ou : cosa+isina=cosf+isinf et donc cosa=cosf et sino=sinf .

On en déduit donc : aa=0+2 km (faire un dessin — cercle trigo. — ou utiliser équations de 1°S).
Ce qui signifie : arg(z)=60 (modulo 2 ).

On peut ainsi reconnaitre directement la forme trigonométrique de certains nombres complexes.

Exemples :

| T T

} e (COS 7 HISIZ | et la forme trigonométrique du nombre complexe de module ... et d'argument
|+ Soit =73 (cosﬁﬂsm 11 ) . Ce n'est pas la forme trigonométrique car —3<0 mais :

z= 3(cosﬁ+1smﬁ 3( cosﬁ—lslnﬁ

|

} Le complexe z a donc pour module et pour argument

De la propriété précédente, on déduit immédiatement :

PROPRIETES.  Deux nombres complexes non nuls sont égaux

si, et seulement si,

ils ont méme module et méme argument (& 27 pres).

La forme trigonométrique nous permet de démontrer certaines propriétés sur I'argument, bien utiles pour
calculer la forme trigonométrique d'un produit, d'une puissance ou d'un quotient de nombres complexes.

PROPRIETES.

Soient z et z' deux nombres complexes non nuls.

* Produit : arg(zz')= (modulo 27 )
* Puissance : V n € N', arg(z")= (modulo 27 )
* Quotient : arg(f)z (modulo 2m)
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Démonstration :

« Onnote o, =arg(z) et a,=arg(z') .
On a donc : z:|z|(cosa]+isina]) et z’:|z’|(coscx2+isina2)_

Alors: zz' =

Or, |zllz'|=0, donc cette &criture est bien la forme trigonométrique de zz ', d'ou :
|zz'|=|zl|z’| (mais on le savait dé&ja) et arg(zz')=arg(z)+arg(z").
* Par récurrence sur # en utilisant la propriété du produit ci-dessus.
z

* On pose ZZ?.Alors z=Zz" et arg(z)=arg(Z)+arg(z').

D'ou : arg(Z)=arg(z)—arg(z') c'est-a-dire afg( Z ):arg(z)—arg(z'),

o

Comment passer de la forme algébrique a la forme trigonométrique,
et inversement ?

* De la forme algébrigue a la forme trigonométrigue : ona z=a+1b .

On calcule le module |z| . On écrit alors z= |Z|(ﬁ+i—

b

|z|

. b
On cherche alors 0 tel que cosf Zﬁ et sinf= Ll Ce sera I'argument de z .

* De la forme trigonométrique a la forme algébrique : on a z= |z|(cos O+1isin 6’) ou O=arg ( Z) .

11 suffit de développer et on retrouve la forme algébrique : z=|z|cos@+i|z|sin O .

Exemples : mettre sous forme trigonométrique les complexes z;=—1— iV3 et z,=2-2i.
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IT. Notation exponentielle

PROPRIETE.
Soit f lafonction: R — C

t +—> cost+isint .
Alors: f(t+t')=f(2) f(2).

Autrement dit, la fonction f* vérifie I'équation fonctionnelle de la fonction exponentielle.

Démonstration :

D'ou l'intérét d'introduire une nouvelle notation, en lien avec la forme trigonométrique.

NOTATION. Forme exponentielle d'un complexe
Pour tout réel 0, on note : cos@+isinf=

On a alors : tout nombre complexe de module 7 et d'argument 8 s'écrit

Remarque : ¢™=
C'est ce qu'on appelle I'identité d'Euler. C'est en effet Leonhard Euler (1707-1783) qui a démontré cette
relation. En 1988, les lecteurs de The Mathematical Intelligencer, célebre magazine consacré aux
mathématiques, 1'ont désignée comme « la plus belle formule mathématique de tous les temps ».
Elle décore le plafond du Palais de la découverte, a Paris.
Elle relit gracieusement et efficacement les grandes branches de la géométrie :

- l'analyse avec le nombre e ou la fonction exponentielle ;

- l'algébre avec le nombre 1, dont l'invention audacieuse ouvrira tout un monde mathématique ;

- le calcul avec le nombre —1 , un entier négatif ;

- la géométrie avec le nombre 7, longueur d'un cercle de rayon 1 dont on trouve une valeur

approchée % dans un papyrus égyptien daté d'environ —1800 avant J.-C.
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Plus jolie encore, en écrivant e'"+1=0 , on fait apparaitre les 5 grandes constantes des mathématiques.

PROPRIETES.
Soient z et z' deux nombres complexes nonnuls: z=re'’ et z'=r'e'? .

* Produit : zz’:rr'eiww')

 Puissance : Vn €N, "=p"¢'"’

: Z _ 1 (-0
* Quotient : ;—73

Démonstration :

o lzz'|=lzllz'|=rr" et arg(zz')=arg(z)+arg(z')=60+0" donc zz'=r'e"*"".

¢ Par récurrence sur #.

. _ . 0 1 9 0 P
Si n=0: z"=z"=1 et """ =e¢" =cosO+isin0=1 .

Sl Zn:rnein9 aIOI'S Zn+1:Zzn:reiernein():r;ﬁleieein() .
Or, d'aprés la propriété précédente sur le produit, on a ¢'?¢"’ =% =il
D'Oﬁ Zn+1:rn+l ei(n+1)0 .
z| z| _r z L
.= :%:—, et arg| = |=arg(z)—arg(z')=0—0", d'ou le résultat.
z'| Tz z
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Source : chingatome.net
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ITI. Applications en géométrie

PROPRIETES. Leplan est muni d'un repére orthonormé direct (O;ii, 7).
Soient A, B, C et D quatre points deux a deux distincts.

- (z, Xﬁ)zarg(zB— N

. (@,@):arg(ﬂ

ZpTZ,
Zp—Zc if — CD
— ——re' @ (AB.CD)=6 (modulo 2m) et —=r
P— r (AB,CD)=6 ( ) AB
Démonstrations :

* facile : voir page 292
* facile : relation de Chasles + propriété ci-dessus + quotient de deux arguments. Voir page 292.

ZRT Zp

. rn s B
* facile : propriété ci-dessus + ——=

D . Voir page 292.

Exemples d'utilisation en géométrie

On considere quatre points A, B, C et D deux a deux distincts dans le plan complexe rapporté a
un repére orthonormé. On note a, b, ¢ et d les affixes respectives de ces points.
Les théoremes précédents permettent en particulier d’étudier des configurations géométriques.

» Alignement de trois points

A, B et C sont alignés < {E,E) =0 [w] e arg[;_—a]= 0[w] & c-a € R.
—_ a —_
¢ Parallélisme de deux droites p p
(AB) et (CD) sont paralleles < (AB, CD) = 0 [7] < arg(b—_;J =0 7] & b _; € R.

¢ Orthogonalité de deux droites
(AB) et (CD) sont orthogonales < (AB, CD) = g [T] arg{b—c):% m e 275 iR,
—-a

» Caractérisation de triangles

s T c—a T c—a
- Le triangle ABC est rectangle en A <(AB, AC) = — sargl —— |=— = € iR.
& & 2 i g(b—a] 2 ! b-a

AB=AC

- Le triangle ABC est équilatéral & 0

(AB,AC)= g ou (AB,AC) = -3

C—d
=1
b-a
—
ar c-a =" ou ar cmal__m
are b-a 3 8 b-a 3
— C_a=ei; ou C_EZE_F;
b-a b-a
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Un exercice corrigé (voir manuel page 297)

m Soit A, B, C, I E et F six points du plan complexe d'affixes respectives :
da=1+3 ; b=T-21 ; c=41 .éi i dZEIﬁi;E:I_—E ¥ _E'L;J":rl 2]
2 2 2 2
a. Calculer les modules de c—aet -,
En déduire une interpriation géomeérigue.
b. Calculer les modules de a—e, e— b b- et M-
En déduire une interprétation géomeétrigue,

€. Calculer 2= ;,_

i ey - _—
p etun argument de £, En déduire la nature du quadrilatére AEBE

L.
2

o Dans les sitpations géométrigques, il Faut

presgue systématigquement utiliser le théorame ;

[ - 12 = —
P T, lim® i H5 Wil E.—Z .
=3-—il= 34| =| = )= = 1 B i i
‘ 51 \ [ 2] V3 5 S re™ si et seulement si
le £ﬂ=‘4—%l 5 - Bi =‘ 1 %1 Eﬁ.ﬁjhﬂl_mu:luluzn]el@:n
l—EIE B JEE = 1l faut aussi conngitre les théorémes de géo-
= l]d+[ EJ :1|,I|4 :"E':' métrie.
\ Par exemple, pour montrer gu'un triangle est
On adonc |c—al = |c—d). rectangle, on peut avoir i utiliser -
Donc AC = DC et D appartient au cercle de centre C - la réciprogue du théoréme de Pythagore ;

passant par A ou bien le triangle ACD est isocile en
C ou encore la médiatrice de |[AD] passe par C.

- les propriétés sur les parallélogrammes ;
- la propriété du cercle circonscrit au triangle

b. a-e¢|= |1 +5i- = - 2 =| 13 .1 rectangle.
. S 5i on montre que AB = AC, on peut en conclure,
B |[ 13y e S Nizo o par exemple, que :
N2 2) Va4 2 - ABC est un triangle isocéle en A ;
1= a 1 | 170 - A appartient & la médiatrice de [BC] ;
le- 4 = PR 2]‘ “lt T" B - C appartient au cercle de centre A et de rayon
- IAB].
I3 153 1 170
{I— =T =21 —4 —1| = |— = —1| =
b=11 ‘r "2 21‘ 2 21‘ 2
. 13, I 13| 170
|f-a|=|= - =i : i|=
2 2 2 2 2
On constate gue les quatre modules sont les meémes, Donc EA = BE = FBE = AE
O en déduit gue AEBF est un losange. 13 1.
- i
.. ) ) N e B
€. Drapreés les calculs faits au b : £ = = .
! : f-a”_1_13,
2 2
En multipliant numérateur el dénominateur par le conjugud du dénominateur :
131, 13 _ 1. _ 1, 13, 13 168, 1. 13
; . 1 2 2_ :_: 2 - =+ 1 = 1+
o2 2 . -4 4 4 4
_1_13, L_13. )1 13, 170
2 2 2 2 2 2 4

Donc argl<] = % . Omn en déduit que (A AE) = % .

AEBF est un losange avec un angle droit, ¢'est done un carné,
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IV. L 'imaginaire d la puissance imaginaire...

Une identité magnifique :

soit: {0,207 879576 350761908 546955619 834

ST
i
Démonstration : e *=cos % +1sin % =0+1i=1

EAUNS
donc (g 2] =i

27
i .
2 .1

' A 1
c'est-a-dire ¢ 2=j

I

c'est-a-dire ¢ 2=i'.
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