
LIMITES DE FONCTIONSLIMITES DE FONCTIONS

«   Ou  le  monde  sub s i st e  par  sa  propre  nat ure ,  par  ses  l o i s  phys i ques ,  ou  un  Êt re  suprême  l ’a  formé  su i vant  ses
lo i s  suprêmes   :  dans  l ’un  et  l ’aut re  cas ,  ces  l o i s  sont  immuabl es   ;  dans  l ’un  et  l ’aut re  cas ,  t out  es t  nécessa i re   ;
l es  corps  graves  t endent  vers  le  cent re  de  la  t erre ,  sans  pouvo i r  t endre  à  se  reposer  en  l ’a i r .  L es  po i r i ers  ne
peuvent  jamai s  donner  d ’ananas .  L ’ i nst i nct  d ’un  épagneul  ne  peut  êt re  l ’ i nst i nct  d ’une  aut ruche .  Tout  es t
arrangé ,  engendré ,  l i mi t é .  »

Franço i s -M ari e  Arouet  (d it  Vo l t ai re) ,  D ict i onnai re  phi l osophi que  (1764)
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I. I. DéfinitionsDéfinitions

I.1 Limite en un réelI.1 Limite en un réel
Soit a ∈ ℝ.
On suppose que D f  contient un intervalle de la forme ]a−r ; r [  ou ]a ; a+r [  ( r>0 ).

DÉFINITIONS/NOTATIONSDÉFINITIONS/NOTATIONS

• lim
x→ a

f ( x)=l  (l ∈ ℝ) :

• lim
x→ a

f ( x)=−∞  :

• lim
x→ a

f ( x)=+∞  :

Illustrations :
lim
x→ a

f (x)=l lim
x→ a

f (x)=−∞ lim
x→ a

f (x)=+∞
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Définitions formelles plus rigoureuses (hors-programme) :

lim
x→ a

f (x)=l  (l ∈ ℝ)
∀ϵ>0,∃λ>0 , x ∈ D f ∩ ]a−λ ;a+λ [⇒ f (x)∈] l−ϵ ; l+ϵ[
ou ∀ϵ>0,∃λ>0 , (x ∈ D f  et |x−a|<λ)⇒| f (x )−l|<ϵ

lim
x→ a

f (x)=−∞  
∀ A∈ℝ ,∃λ>0 , x ∈D f ∩] a−λ ; a+λ[⇒ f (x )∈]−∞ ; A [
ou ∀ A∈ℝ ,∃λ>0 ,(x ∈D f  et |x−a|<λ)⇒ f ( x)<A

lim
x→ a

f (x)=+∞  
∀ A∈ℝ ,∃λ>0 , x ∈D f ∩] a−λ ; a+λ[⇒ f (x )∈]A ;+∞[
ou ∀ A∈ℝ ,∃λ>0 ,(x ∈D f  et |x−a|<λ)⇒ f ( x)>A

DÉFINITIONDÉFINITION

Lorsque  lim
x→ a

f (x)=−∞  ou  lim
x→ a

f (x)=+∞ ,  on  dit  que  la  droite  d’équation  x=a  est  une

asymptote verticale à la courbe représentative de f.

I.I.22 Limite  Limite en l’infinien l’infini

→ Limites en +∞
 

On suppose que D f  contient un intervalle de la forme ]a ;+∞[ .

DÉFINITIONS/NOTATIONSDÉFINITIONS/NOTATIONS

• lim
x→+∞

f (x )=l  (l ∈ ℝ) :

• lim
x→+∞

f (x )=−∞  :

• lim
x→+∞

f (x )=+∞  :

Il semble que lim
x →+∞(sin

x
x+1

+0,3)=0,3 .
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→ Limites en –∞
 

On suppose que D f  contient un intervalle de la forme ]−∞ ; a [ .

DÉFINITIONS/NOTATIONSDÉFINITIONS/NOTATIONS

• lim
x→−∞

f ( x)=l  (l ∈ ℝ) : 

tout intervalle ouvert contenant l contient tous les réels f (x )  dès que x est assez petit.

• lim
x→−∞

f ( x)=−∞  :

pour tout réel A, l’intervalle ]−∞ ; A ]  contient tous les réels f (x )  dès que x est assez petit.

• lim
x→−∞

f ( x)=+∞  :

pour tout réel A, l’intervalle [A ;+∞[  contient tous les réels f (x )  dès que x est assez petit.

Définitions formelles plus rigoureuses (hors-programme) : 

lim
x→+∞

f (x )=l  (l ∈ ℝ)
∀ϵ>0,∃λ>0 , x∈D f∩]λ ;+∞[⇒ f (x )∈] l−ϵ ; l+ϵ[
ou ∀ϵ>0,∃λ>0 ,( x∈D f  et x>λ)⇒| f ( x)−l|<ϵ

lim
x→+∞

f (x )=−∞ ∀ A∈ℝ ,∃λ>0 , x ∈D f ∩]λ ;+∞[⇒ f (x )∈]−∞ ; A [
ou ∀ A∈ℝ ,∃λ>0 ,(x ∈ D f  et x>λ)⇒ f ( x)<A

lim
x→+∞

f (x )=+∞ ∀ A∈ℝ ,∃λ>0 , x ∈D f ∩]λ ;+∞[⇒ f (x )∈]A ;+∞[
ou ∀ A∈ℝ ,∃λ>0 ,(x ∈ D f  et x>λ)⇒ f ( x)>A

lim
x→−∞

f ( x)=l  (l ∈ ℝ)
∀ϵ>0,∃λ<0 , x∈D f∩]−∞ ;λ [⇒ f ( x)∈] l−ϵ ; l+ϵ[
ou ∀ϵ>0,∃λ<0 ,( x∈D f  et x<λ)⇒| f ( x)−l|<ϵ

lim
x→−∞

f ( x)=−∞ ∀ A∈ℝ ,∃λ<0 , x ∈D f ∩]−∞ ;λ [⇒ f ( x)∈]−∞ ; A [
ou ∀ A∈ℝ ,∃λ<0 ,(x ∈ D f  et x<λ)⇒ f ( x)<A

lim
x→−∞

f ( x)=+∞ ∀ A∈ℝ ,∃λ<0 , x ∈D f ∩]−∞ ;λ [⇒ f ( x)∈]A ;+∞[
ou ∀ A∈ℝ ,∃λ<0 ,(x ∈ D f  et x<λ)⇒ f ( x)>A

DÉFINITIONDÉFINITION

Lorsque lim
x→+∞

f (x )=l , on dit que la droite d’équation y=l  est une asymptote horizontale à la

courbe représentative de f en +∞. (déf. analogue en –∞)

EE X E M P L E SX E M P L E S  C C            1  1  E TE T  C 2 C 2            1. Démontrer que lim
x→+∞

x2=+∞ . 2. Démontrer que lim
x→+∞

1
x
=0 .
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Si lim
x→α

f ( x)= l l>0 l<0 l>0 l<0 + ∞ + ∞ ‒ ∞ 0

et lim
x→α

g (x )= l ' + ∞ + ∞ – ∞ ‒ ∞ + ∞ ‒ ∞ ‒ ∞ ± ∞

alors lim
x→α

f ( x) g ( x)= l l ' + ∞ – ∞ – ∞ + ∞ + ∞ – ∞ + ∞ FI

II. Opérations sur les limitesII. Opérations sur les limites
On considère deux fonctions f  et g  définies au voisinage de , où  désigne un réel ou + ∞ ou ‒ ∞.

II.1 II.1 Limite d’une sommeLimite d’une somme

PROPRIÉTÉS PROPRIÉTÉS ( A D M I S E S )( A D M I S E S )

II.2 II.2 Limite d’un produitLimite d’un produit

PROPRIÉTÉS PROPRIÉTÉS ( A D M I S E S )( A D M I S E S )

II.3 II.3 Limite d’un quotientLimite d’un quotient

PROPRIÉTÉS PROPRIÉTÉS ( A D M I S E S )( A D M I S E S )
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Si lim
x→α

f ( x)= l l l + ∞ – ∞ + ∞

et lim
x→α

g (x )= l ' + ∞ – ∞ + ∞ – ∞ – ∞

alors lim
x→α

f ( x)+g ( x)= l+ l ' + ∞ – ∞ + ∞ – ∞ FI

Si lim
x→α

f ( x)= l l + ∞ + ∞ – ∞ – ∞ ± ∞

et lim
x→α

g (x)= l '≠0 ± ∞ l>0 l<0 l>0 l<0 ± ∞

alors lim
x→α

f ( x)
g (x )

= l
l '

0 + ∞ – ∞ – ∞ + ∞ FI

Si lim
x→α

f ( x)= l>0 ou + ∞ l>0 ou + ∞ l<0 ou ‒ ∞ l<0 ou ‒ ∞ 0

et lim
x→α

g (x )= 0+ 0− 0+ 0− 0

alors lim
x→α

f ( x)
g (x )

= + ∞ – ∞ – ∞ + ∞ FI
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EE X E M P L E SX E M P L E S  A A            11              ÀÀ               A 3A 3    

a. p est la fonction définie sur ℝ+ par p (x )=(√x+3 x )(x2−4) . Calculer lim
x→+∞

p(x ) .

b. q est la fonction définie sur ℝ par q (x )=ex (1− x) . Calculer lim
x→+∞

q (x ) .

c. r est la fonction définie sur ℝ par r (x)= 5

e x+2
. Calculer lim

x→−∞
r ( x) .

EE X E M P L E SX E M P L E S  A 4   A 4  E TE T  A 5 A 5    

a. Déterminer la limite en −1  de la fonction f définie sur ℝ\{–1} par f (x )=5− 1

( x+1)2 .

b. Déterminer la limite en 1 de la fonction g définie sur ]−∞ ;1[  par g ( x)= 2 x+3

−x2+3 x−2
.

EE X E M P L E SX E M P L E S  A 6   A 6  E TE T  A 7 A 7    

a. Calculer lim
x→+∞

−2 x3+ x2−1 .

b. Calculer lim
x→+∞

2 x2+3 x−1
5 x2+ x+2

.

II.II.44  Limite d’une Limite d’une     fonction composéefonction composée    

DÉFINITIONDÉFINITION

Soient g une fonction définie sur une partie J de ℝ et u une fonction définie sur une partie I de ℝ
telle que, pour tout réel x de I, u (x )  ∈ J.

La fonction composée de u par g, notée g ○ u, est définie sur I par (g ○u )( x)=g (u (x )) .

g ○ u :   I   →   J       →  ℝ

  x   u (x )   g (u( x))

THÉORÈME THÉORÈME ( A D M I S )( A D M I S )

Soient , ,  trois nombres réels ou +∞ ou –∞.

Si lim
x→α

g (x )=β  et lim
x→β

h(x )=γ  alors lim
x→α

(h ○ g)( x)=γ .

EE X E M P L EX E M P L E  C C            33    

Soit f  la fonction définie pour tout réel x>0  par f (x )=√ 1
x
+2 x .

Déterminer, si elle existe : lim
x→+∞

f (x ) .
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EE X E M P L EX E M P L E  A 8 A 8    

f est la fonction définie sur ]14 ;+∞[  par f (x )= x−4

√x−5−3
.

Étudier la limite éventuelle de f en 14.

EE X E M P L EX E M P L E  A A            99    

Déterminer lim
x→+∞

√ x+3−√x+2 .

III. III. Limites et comparaisonLimites et comparaison

III.1 Théorèmes de comparaisonIII.1 Théorèmes de comparaison

THÉORÈMESTHÉORÈMES  ( A D M I S ) ( A D M I S )

Soient f  et g  deux fonctions définies sur un intervalle I , voisinage de  (où  désigne un réel
ou + ∞ ou ‒ ∞).

• Si : ∀ x  ∈ I , g ( x)⩽ f ( x)      et     lim
x→α

g (x )=+∞
 

alors

• Si : ∀ x  ∈ I , g ( x)⩾ f ( x)      et     lim
x→α

g (x )=−∞

alors

Illustrations du premier théorème :

source des images : chingatome.net

III.2 Théorème des gendarmesIII.2 Théorème des gendarmes

source des images : chingatome.net
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THÉORÈME DES GENDARMES (OU D’ENCADREMENT) THÉORÈME DES GENDARMES (OU D’ENCADREMENT) ( A D M I S )( A D M I S )

Soient f  et g  deux fonctions définies sur un intervalle I , voisinage de  (où  désigne un réel
ou + ∞ ou ‒ ∞).

Si : ∀ x  ∈ I , g ( x)⩽ f ( x)⩽h(x )  et lim
x→α

g (x )=lim
x →α

h( x)= β  (β ∈ ℝ)

alors

EE X E M P L E SX E M P L E S               A 1 0  A 1 0  ÀÀ  A 1 2 A 1 2    

a. Déterminer la limite en + ∞ et – ∞ de la fonction f définie sur ℝ par f (x )=x+sin( x) .

b. Déterminer la limite en + ∞ de la fonction g définie sur ℝ par g ( x)=cos (x )e− x .

c. Déterminer la limite en – ∞ de la fonction f définie sur ℝ\{1} par h( x)=
2 x2+sin(x )

x−1
.

IV. IV. Exponentielle et croissance comparéeExponentielle et croissance comparée

PROPRIÉTÉSPROPRIÉTÉS

a) lim
x→+∞

ex=+∞  b) lim
x→−∞

ex=0

Démonstrations : a) ou

Idée : démontrer que ex>x  sur ℝ Idée : démontrer que ex⩾ x+1  sur ℝ
et en déduire le résultat par comparaison et en déduire le résultat par comparaison

b) ex= 1

e−x  et lim
x→−∞

−x=+∞  et lim
X→+∞

eX=+∞  donc, par composition de limites : lim
x→−∞

e−x=+∞ .

Par quotient de limites, on obtient : lim
x→−∞

1

e− x
=0  d’où le résultat.

PROPRIÉTÉPROPRIÉTÉ

∀ n ∈ ℕ*, lim
x→+∞

e x

xn=+∞ .

Démonstration : a) ou

Idée : soit n ∈ ℕ*. Alors ex

xn=
(e

x
n+1)n+1

xn
 et (e x

n+1)n+1

⩾(1+ x
n+1)

n+1

>( x
n+1)

n+1

 dès que x>0 .

On obtient donc 
ex

xn>
x

(n+1)n+1  et, par comparaison, on obtient le résultat.

RR E M A R Q U EE M A R Q U E             : on dit parfois que « en + ∞, l’exponentielle l’emporte sur les puissances x 

n ».
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DÉMO. EX.DÉMO. EX.
tsm-  l  f  -demo1  

< 11 min

p. 202

DÉMO. EX.DÉMO. EX.
tsm-lf-demo2

< 10 min

p. 202

p. 201 SF6
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 → B I L A N  D U  C H A P I T R E  &  T R A V A I L  E N  A U T O N O M I E   ←

• Fiche bilan → p.204

• QCM 10 questions corrigées → p.205

• Exercices corrigés → 41 à 51 p.206

• 2 exercices type Bac guidés & corrigés → 175 et 176 p.220

• Quatre exercices corrigés → tsm-lf-4exoscor

• Méthodes et exercices corrigés en vidéo :
→ maths-et-tiques : tsm-lf-ym

→ jaicompris.com : tsm-lf-jaicompris
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