| SEANCE DU JEUDI 19 MARS 2020

L.91 p221 :SUIte TECUTTENCE ... ... .. e 1

II. 149 p233 : réciproque de la fonction sinus hyperbolique —...........................cccii 2

I.91p221: suite récurrente

1. Pour tout réel x>1, 2x—1>0.

2
al 1>1 & x’>2x—1 (car 2x—1>0)

Donc, pour tout réel x>1: f(x)>1 <
e X=2x+1>0 o (x—1)>0
Or ceci est vrai pour x>1, donc on a bien f(x)>1.

p , ;s . ' 2x ( x—1 )
Autre méthode, un peu plus longue : démontrer que f est dérivable, obtenir / (x ):7( ) 1)2 .
X—

En déduire que f '(x)>0 sur ]1;+o[, donc que f est strictement croissante sur ]1;+o[ .
Or, f(1)=1,dou f(x)>1 sur J1;+oo[.

2. Par récurrence, déja fait au chapitre sur la récurrence. Je ne donne ici que les étapes pour I’hérédité :
« Soit n € IN. On suppose que u,>1 .
Alors, comme f est strictement croissante sur |1;+00[ :

flu)>f(1) e u,>1. »

3.a) u,>1 donc u,#0 donc (v,) est bien définie.
u,>1 donc v,>0 donc (w,) est bien définie.

-1 2u—1
b) Wn+l:1n(vn+l):1 Bl =1 - 2
un+1 un

2u,—1

(un—l)2 u,—1 ? u,—1
..=In > =In{{——| |=2In =2In(v,)=2w,
u, u, u,

donc (w,,) est géométrique de raison 2.

_ 1/[0_1 _ 1 _1 _l 1 n . — 1 n
c)* Vo= ” _5 et wy= Il(VO)— n E * w,=wyX2" ie Wn—lll E X2" .
2" 2’
« w,=In(v,) donc vn:ew”:eln(;)w:(eln(;)) ie vn:(%) )
* 81 Gone v u=u —1 donc u,= L Alors: un:%.
n un n"n n l_vn 1 1 2
1' 2I’l . 1 N 1
d) 1M 2" =40 (car 2>1)et lim (| =0 (car —1<7<I)
nI+o N=>+o0 2 2

. . (1Y : . :
donc par composition de limites : lim (5) =0. Par somme et quotient de limites : lim u,=1 .
n-=>+o n=+o
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IT. 149 p233 : réciproque de la fonction sinus hyperbolique

Lors du chapitre sur la fonction exponentielle, nous avons rencontré (au détour de 1’exercice 72 p185) la

—X

—e
2

Nous avions alors observé (et démontré) que cette fonction suivait des formules ressemblantes a celles
suivies par les fonctions trigonométriques, par exemple : sh(x+y)=sh(x)ch(y)+ch(x)sh(y), trés
ressemblante & sin(x+y)=sin(x)cos(y)+sin(y)cos(x).

Dans cet exercice, nous allons étudier la fonction réciproque de la fonction sh, notée Argsh ou sh™' .
Rappel : cela signifie que Argsh (sh(x))=x et sh(Argsh(x))=x.

Nous allons voir que cette fonction est définie par : Argsh (x)=In(x+Vx*+1).

fonction sinus hyperbolique, définie par sh(x)=2

Correction (non détaillée) :

Partie A Partie B
1. a.Pour tout réel x = 0, Jx*+1 = 1 et donc 1. Pour tout réel x, u(x) > 0 d’apres A 1, donc
x+dxisl =150, f(x) = In(u(x)) est bien définie sur R.

2. a.Pour tout réel x :

fEx) =In(x+x* +1) :11{(\/962 +1-x0) (% +1+x)

b. Pour toutréel x<0:

Wx®+1+x)

P e g N LR e B

x—x2+1 PENoEY

T (. S =-In(x+Vx?+1) =—f(x).
Pour toutréel x<0,Jx*>+1=letx—yx*+1<-1<0. Wx?+1+x)
— . L £ i Stri
Done pour tout réel x < 0, 1 0. b. La CO}lr’be.rgpresentatl\ve de f est symétrique par
x-Jx2+1 rapport a I'origine du repere.
2. a. Pour tout réel x : 3. Comme u est croissante sur R alors f = In(u) est
> également croissante sur R.
W) =1+ 2x VX" +1+4x 4, lim u(x) =+ et lim Inu) = +oo.
2\/3{2 N 1 \/xz +1 X=—>+co ) u—)-l:oo
Dongc, par composée, lim f(x) = +cc.
P 2 X—+c0
- (\/x +1 +x)(\/x +1-x) lim f(x) = lim f(-a) = lim - f(a) = —oc.
Jx2+l(Jx2+1n—x) X——o0 a?+m . a—+oo \
5. fest continue, croissante sur R a valeurs dans R.
== 1 - . Donc, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs
\/x +1(\/x +1-x) intermédiaires, pour tout réel k, I'équation f(x) = k
2 . .
b. Pour tout réel x = 0, ' (x) _Vx“+l+x >0 et pour admet une unique solution dans R.
Jx2+1 6. Pour tous réels x et k:
1 NEw - Iv241 = ek
toutréel x <0, u'(x) = > 5 >0.Donc u Inx+Vx+1) =k x+ix"+1 = (1)
Vx? +1(Jx% +1-x) 1) aJx?+l=ef—x o x2+1=e2k—2xer + x2
est croissante sur R. ok ek

(1) o 2xek=e?*-1=x=

Remarque : a la question B]3., on utilise ici le fait que la composée de deux fonctions croissantes est une
fonction croissante... C’est un résultat facile a démontrer mais non vu en classe.

!

On aurait également pu faire autrement en calculant f'(x) : f=In(u) donc f ':% .Or,onavuaA]l.

que u(x)>0 pour tout réel x ,etonavuaA]2.que u’(x)>0 pour tout réel x ,donc f'(x)>0 surR.
On en déduit que f est (strictement) croissante sur IR.
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