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1  er   cas   : EM≠FN

Montrons alors que « si EM≠FN, alors (HM) et (GN) sont non coplanaires »,
autrement dit (par contraposée) que « si (HM) et (GN) sont coplanaires, alors EM=FN ».

Supposons donc que (HM) et (GN) sont coplanaires.

Alors : ∃ (α;β) ∈ ℝ², H⃗N=⃗α HM+β⃗ HG.

Alors : H⃗E+ E⃗F+ F⃗N=α⃗ HE+α⃗ EM+β⃗ AB car H⃗G=A⃗B (cube) et d’après la relation de Chasles

−A⃗D+A⃗B+ F⃗N=−α⃗ AD+α⃗ EM+β⃗ AB car HEAD et EFBA sont des carrés

(1−β⃗) A⃗B+(−1+α⃗) A⃗D=α E⃗M−F⃗N

Or, α E⃗M−F⃗N est un vecteur colinéaire à E⃗M

et (1−β⃗) A⃗B+(−1+α⃗) A⃗D est un vecteur dont un représentant est dans (ABC) : 

ceci n’est possible que si α E⃗M−F⃗N et (1−β⃗) A⃗B+(−1+α⃗) A⃗D sont égaux à 0⃗.

De plus, (A;⃗AB,⃗AD,⃗AE) est un repère de l’espace

donc : 1−β=0, −1+α=0 et α E⃗M−F⃗N=0⃗

donc : β=1, α=1 et E⃗M=F⃗N

donc : EM=FN.

2  ème   cas   : EM=FN

Alors, puisque (EM) // (FN) : E⃗M=F⃗N.

Alors : H⃗M=H⃗E+ E⃗M d’après la relation de Chasles

H⃗M=G⃗F+ F⃗N car HEFG est un carré et E⃗M=F⃗N

H⃗M=G⃗N d’après la relation de Chasles

D’où : (HM) // (GN).

Conclusion : si EM=FN alors (HM) // (GN), sinon (HM) et (GN) sont non coplanaires.
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