Exercice 1
On définit :
® |a suite (un) par:
ug = 13
1 4 .
Up4+1 = g-un + 5 pour tout entier naturel n

® la suite (Sn), pour tout entier naturel n, par:

n
Su= Y uk=uo+ur+--Fu,

k=0
1. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n:
12

En déduire la limite de la suite (un)

2. (a.) Déterminer le sens de variation de la suite (Sy,).
b.) Calculer S,, en fonction de n.

c.) Déterminer la limite de la suite (Sn)

Correction 1

1. Considérons la propriété P,, définie pour tout entier na-
[13 12 b))

Montrons, & 'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est réalisée pour tout entier naturel

n.

turel n par: P,:

® Initialisation:
On a:

12 12
Uy = 13 N

I+ =1+ =13
Ainsi, la propriété Py est vraie.

® Hérédité:
Supposons que la propriété P,, soit réalisée pour un
entier naturel n quelconque. C’est & dire qu'on a
I’hypothése de récurrence:

Up =1+ —

Par la définition de la suite (un), on a la relation:
U —lu +%_1(1+E>+§
T s s T 57) 5

12 4 12

T Ty = 1 s

+

1
5

La relation précédente montre que la propriété P, 1
est vraie.

® Conclusion:
La propriété est initialisée au rang 0 et elle vérifie la
propriété d’hérédité. Le raisonnement par récurrence
montre que cette propriété pour tout entier naturel n.

2. (a.) On a:
Sn+1_sn: (u0+"'+un+un+1)_(u0+"'+un>
12
:un+1:1+57>0

La suite (Sn) est strictement croissante sur N.

b.) La somme S,, admet ’écriture suivante:
Sp=uo+ur+-+up—1+up

- 12 12 12 12
=) () () + (14 57)

Lon+ 12 n 12 n n 12 " 12
= 'n —_— _— ... — [R—
50 51 5n—1 5n
1,0 1\1 1\
— 12.(,) 12.(,) 12.(,>
n+12:(2) +12(2) +oo+12(5
Sy,

La suite S] est la somme des termes de la suite

géométrique de premier terme 12 et de raison é ; ainsi,
S! a pour valeuri . o
S/ = 12.& — 12.ﬁ
" -1 4
5 5

=pazi-(5) = - (5)]
Ainsi, la somme S,, admet pour écriture:
sl (0]

1
c.) On a 'encadrement 0< 5 <1 qui permet d’obtenir la

1\7
lim () =0
nestso \5
Ainsi, la suite (Sn) admet la limite suivante:

lim S, = lim 7+ 15-[1 — (1)"] - 1o
ni——+00

n——+00 5

limite suivante:

eXx.
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