TS-DM 88 PAGE 62 (ODYSSEE, T S, ED. 2012)

Pré-requis : suites (1°s) et raisonnement par récurrence
:1:) D’apres Bac S, Antilles-Guyane, 2010. 1 3
On considere la suite de nombres réels (1,) définie par: Lo wr=u, —Zuoz :Z
Uy=-1,u = ]z et,pourneN, u, ,=u, , - %u”. R ﬂ:m:_l et ﬁ:mzi
u, 2 u, 2

1. Calculer u, et en déduire que la suite (1,) n'est ni

arithmétique, ni géométrique. done ( ”) nest pas geometrique

3
4 ' : ° - = .. -: - - = .. .: -
2. On définit la suite (v,,) en posant, pour n € N : U=t 2 et Uy~
Un = Uy 1= 5 Uy donc (u,) n’est pas arithmétique.
a. Exprimer v, . | en fonction de v,,.
b. Endéduire que la suite (v,,) est géfométrique de raison —. 2.a) vV, =U,,— 5 U,
¢. Calculer vy, puis exprimer v, en fonction de n. 1 1
- . = ——u u
3. On définit la suite (w,) en posant, pour tout n € N : mhog Tt g
w, = -1 u L u
n- A U1 T Uy
v, | 2 4
a. En utilisant I'égalité u, , , = v, + 5 u, , exprimer 1 1
. =—|u —u
w, ., enfonction de 1, etde v,,. 2\ "t g
b. En déduire que, pourtoutn € N, w, ,=w, +2. —lv
c. Calculer w, puis exprimer w,, en fonction de . 2"
. 2n—-1
4. Montrer que pour tout entier naturel n, u, = ———.
2
5. Pour tout entier naturel 1, on pose : b)V n €N, V,,+1:5Vn
k=n
S =) U, =uy+U +..+HU P . 1
L Ej k 0" " donc (v,) est géométrique de raison 5
Démontrer par récurrence que pour tout u & [ :
. 2n+3
Sn =2-
2!!
1 1.1
¢) vi=u,——u,=—+—=1
) 0 1 2 0 2 2
1 n
Y n €N, v,=vy|=
2
1 n
ie V,,:(E .
v + 1 u 1 u
_un+1 ! 2 n_ vn 2 n_ n
3.a) W, = = = + =2+—
vn+1 1 1 vn
Y Vi’l 5 Vi’l By vl’l

un . ,
b) W,=" donc d’aprés la question précédente : W, =w,+2 .
c) wo=...=—1
(w,) est une suite arithmétique de raison 2 et de premier terme w,=—1
donc, pour tout entier naturel n: w,=—1+2n
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n
v n

u, 1\
4. w,=— donc u,=w,v, ie Mn:(_l"‘z”)(z) ie U,=

2n+3

5. On pose P(n) : « S,=2— Y ».
* Initialisation : n=0
2X0+
Sp=uy=—1 et 2— 2(2) 3—2—3——1

donc P(0) est vraie.

e Hérédité : soit n € IN.
On suppose que P(n) est vraie.

n+1

Sn+l = Z uk
k=0

n
:un+1+ Z uk
k=0

= 2<”;} 1)_ ! +2— 2 2:3 d’apres la question 4. et I’hypothése de récurrence
=2+ 2”;131_1 - (2 n2+”?:1)><2

donc P(n+1) est vraie.

« Conclusion : d’aprés le raisonnement par récurrence, pour tout entier naturel n, P(n) est vraie

2n+
e S,=2— )
ie Y
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