
DIVISIBILITÉ DANS ℤ. DIVISION EUCLIDIENNE ET CONGRUENCE.
~  E X E R C I C E S  ~

E x e r c i c e  1
 

1. Déterminer pour quels entiers naturels n l'entier n+1  divise 3n+8 .
 

2. Déterminer les restes possibles dans la division de 3 n+8  par n+1 .

 

E x e r c i c e  2
 

Démontrer que pour tout entier relatif n , n (n+1)(2 n+1)  est un divisible par 3.

 

E x e r c i c e  3
 

On considère les nombres de 4 chiffres palindromes, c'est-à-dire s'écrivant de façon symétrique.
Par exemple, 1001 et 5885 son palindromes.
Démontrer que tous les nombres palindromes à 4 chiffres sont divisibles par 11.

 

E x e r c i c e  4
 

Démontrer que, quel que soit l'entier relatif n , 3n−1  et 5n−2  sont premiers entre eux.

 

E x e r c i c e  5 D'après BAC
 

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n , 23n
−1  est un multiple de 7.

En déduire que 23n+1
−2  et 23n+2

−4  sont aussi des multiples de 7.
 

2. Déterminer les restes dans la division par 7 des puissances de 2.
  

3. Soit p ∈ ℕ. On note A p=2 p+22 p+23 p
.

a) Si p=3 n , quel est le reste de la division de A p  par 7 ?
 

b) Démontrer que si p=3n+1  alors A p  est divisible par 7.
 

c) Étudier le cas où p=3n+2 .

 

E x e r c i c e  6
 

Un élève veut étudier la parité de a2
+b2  quand a  et b  sont impairs. Analyser sa solution.

 

E x e r c i c e  7
 

1. Déterminer suivant les valeurs de n  le reste dans la division euclidienne de 7n+5  par 3n+1 .
 

2. Déterminer suivant les valeurs de n  le reste dans la division euclidienne de 3n
−1  par 3n−1 .
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E x e r c i c e  8
 

1. a) Déterminer, suivant la valeur de l'entier naturel non nul n , le reste dans la division euclidienne par 9
de 7n .
 

b) Démontrer alors que 20052005  ≡ 7 [9].
 

2. a) Démontrer que pour tout entier naturel non nul n , 10n  ≡ 1 [9].
 

b) On désigne par N un entier naturel écrit un base dix, on appelle S la somme de ses chiffres. 
Démontrer que N  ≡ S [9].
 

c) En déduire que N  est divisible par 9 si, et seulement si, S est divisible par 9.
 

3. On note A=20052005 . On désigne par B la somme des chiffres de A, par C la somme des chiffres de B et
par D la somme des chiffres de C.
a) Démontrer que A ≡ D [9].
 

b) Sachant que 2005<10000 , démontrer que A s'écrit en numération décimale avec au plus 8020 chiffres.
En déduire que B⩽72180 .
 

c) Démontrer que C⩽45 .
 

d) En étudiant la liste des entiers inférieurs à 45, déterminer un majorant de D plus petit que 15.
 

e) Démontrer que D=7 .

 

E x e r c i c e  9 Une équation de Pell-Fermat
 

Le but de l'exercice est de déterminer des couples d'entiers vérifiant l'égalité (1) : a2
−2b2

=1 .
 

1. On suppose que (a ;b)  est solution.
a) Démontrer que a  est impair.
En déduire que a2

−1  est divisible par 4 puis que b  est pair.
 

b) Démontrer que a  et b  sont premiers entre eux.
 

2. a) Déterminer une solution évidente de (1).
 

b) Démontrer que si (a ;b)  est solution de (1), alors le couple (3 a+4 b ; 2 a+3b)  l'est également.
La réciproque est-elle vraie ? Qu'en conclure ?
 

c) Déterminer trois autres solutions de (1).
 

On appelle équation de Pell-Fermat l'équation diophantienne y2
−d x2

=±1 , où d  est un entier qui n'est pas un carré.

L'adjectif « diophantienne » signifie que l'on cherche des solutions avec x  et y  qui sont des entiers.
Cette équation porte le nom du mathématicien anglais John Pell,  mais c'est une erreur due à Euler qui lui attribua
faussement son étude. En fait, le premier à avoir décrit l'ensemble des solutions de cette équation est le mathématicien
indien Brahmagupta, qui vivait au VIIème siècle après J-C, soit près de 1000 ans avant Pell. Ses résultats étaient totalement
inconnus  des  mathématiciens  européens  du XVIIème siècle,  et  c'est  Fermat  qui  remit  cette  équation  au goût  du  jour,
conjecturant qu'elle avait toujours une infinité de solutions. 
Il fallut attendre Lagrange, un siècle plus tard, pour obtenir une nouvelle preuve totalement rigoureuse de ce résultat.
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E x e r c i c e  1 2
 

Quel est le reste dans la division euclidienne de 2341  par 7 ?

 

E x e r c i c e  1 3
 

Démontrer que 12013
+22013

+32013
+42013  est divisible par 5.

E x e r c i c e  1 4
 

Trouver le reste dans la division euclidienne de 2 690 549 588 157 par 97.

 

E x e r c i c e  1 5
 

Démontrer que 922  et 920  ont le même chiffre des unités.
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E x e r c i c e  1 6
 

Résoudre l'équation 3 x  ≡ 1 [7].

E x e r c i c e  1 7
 

1. a) Démontrer que si k  ne divise pas n  alors aucun multiple de k  ne divise n .
 

b) Démontrer  la  phrase  suivante,  trouvée  dans  un livre  proposant  de  déterminer  la  liste  des  diviseurs
positifs d'un entier naturel : 

« Lorsqu'on trouve un diviseur k  de n , on trouve aussi son diviseur 
n
k

. 

Lorsque le diviseur testé  k  est supérieur au quotient  
n
k

, on a alors la garantie d'avoir trouvé tous les

diviseurs de n . »
 

2. Déterminer la liste des diviseurs de 90, de 700 puis de 782.

3. Écrire et programmer un algorithme qui affiche tous les diviseurs d'un entier naturel donné.
 

 

E x e r c i c e  1 8
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