DEMONSTRATION

PROPRIETE ET DEFINITION

Soit @ un entier relatif et b un entier naturel non nul. 1l existe un unigue couple d'entiers (g ; r)
tels que a=bg+r avec 0= r< b

Cette écriture s"appelle la division euclidienne de a par b, g est le quotient et r le reste de
cette division euclidienne.

DEMOMSTRATION

1. Existence

» Cas ol a est positif

50it € I'ensemble des entiers naturels m tels que mb = a. Comme b= |, (a+ llxb=a+l =a
d'oil a + 1 appartient & € qui est donc un ensemble non vide.

Draprés Vaxiome du plus petit élément, il existe un entier mi,, plus petit dément de €, el que
(g -1 e b= a < m, = b

Ennotanteg ={m,-1letr=a-bg onabiena=g+retd=r<h

En effet, comme (my- 1) x b=a < myx b, onaalors (my-1) x b-bg=a-bg<m;xb-bg,
ce qui, en simplifiant, équivauta 0=r < b.
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«  Cas ol aest négatif

On considére le nombre - @ qui est positif. 11 existe donc deux entiers naturels o et r tels que
= =g+ ravec 0 = r-< bd'aprés le cas étudié précédemment.

On en déduit que a=bx (=gl =r.

Sir=0, alors a = I x (- g], et - g est le quotient.

Sir=0,alorsa=bx(-g)l-r=bx(-g-1)+ (k- Comme 0 < r< b alors, avec 0 < b-r< b,
et par extension 0 = b-r< b,

Ennotantg' =-g-letr'=sb-ronabiena=hg +ravec=r < b,
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2. Unicité

On suppose qu'il existe deux couples (g ; r) et g ; r) qui vérifient la propriéé.

Ona a=bg+r=bg + . doubx=x{g-ql=r-r

Comme0 = r< b, alors- b < -r = 0, et comme on sait que 0 = ¢ < b, on obtient, par addition,
I'encadrement —b<r' —r<b. Or ¢ —r=bx (- g") est un multiple de b compris strictement
entre — b et b, il ne peut s"agir que de 0.

Par suite r' = r= 0 d’oil r= r’. D'autre part, bx (g-g") =0 . d'oin g =g'.

En conclusion, le couple (g ; r] vérifiant la propriété est unique.

| Dans la division euclidienne par 17, on a328 = 17 x 19+ 5et-328 =17 = (-20) + 12,




