PGCD. THEOREMES DE BEZOUT ET GAUSS.

Le PGCD de deux entiers naturels

Par convention dans ce paragraphe, comme dans e reste cdu chapitre, lorsgu'on parlera de dliviseurs
d'un entier naturel, il s'agira toujours de diviseurs positifs.

D Diviseurs communs 4 deux nombres

# Pour tout entier naturel o, on note 2ia) l'ensemble de ses diviseurs, 50 {1 = 110 20 =
rio) contient toujours 1 et a.
Lorsque a= O, le plus grand élément e t(a) est o,

» Pour tous entiers naturels a et b non nuls, on note “a{o; &) 'ensemble des diviseurs communs a
qeth

-
. o \ . . . . " Toute partie non vide
Lensernble %a; &) est non vide @ il contient toujours 1. De j2lus, et majorée de F. a un

tous les nombres quil contient sont infériewrs ou égauxa g et b, "\ plus grand élément.
Danc “eia; b} a un plus grand élément appelé le PGED de g et b. ™ }

O Exemple. (6} =11;2;3; 6 %(15)=1{1;3;5; 15} Donc %i6; 15) = {1; 3} et PGCDIS; 15) = 3.

a et b sont deux entiers naturels non nuls. ""g.-. definit da la méme
Le plus grand commun diviseur cle o et b est noté & ———"| fmaniere le F.GCD de deux
entiers relatifs non nuls.

PGCD {a; b). A =PGED ifa|; [b]. P

O Conséquence. Sibdivise a, alors PGCD (a; &) = b
En effet tout diviseur de b est un diviseur de o donc v (1) = iig).

Comme b est l2 plus grand élément de Talb), alors B estle PGCD de aet &

Recherche du PGCD : I'algorithme d’Euclide

a et b sont deux entiers naturels non nuls, @ = b, Lorsque b ne divise pas o, pour détzrminer e PGLD
de a et b, on utilise I'algorithme d'Euclide.

@ Base de 'algorithme d’Euclide

m a et & sont deux entiers naturels non nuls tels gue la division

euclicienne de o par b se traduit para=bg +~ ravec 0 <r < b. - ['Eumrrle b ne dixrise-“'l
Alors ia; B) =%ib; r) ce gui entraine gue PGCD(a; &) = PGCDHE; ¢, \pasd, 0<r. oy
Déamonstration. « Démantrons gque si d divise o et b, alors o divise b et r.

Si d divise a et b, § divise toute combinaison lingaire de a et b, danc en particulier 0 - &, soit -

[l en résulte que =g B) = Sib .

s Demantrons que si & divise b et r, alors & divise o et b,

5i a divise b et r, & divise toute combinaison lingaire de b et r, donc en particulier bg + r, soit a.
lem rézulte gue SEi0; ) o Dig; &),
La double inclusion équivaut donc & %afa: B =B .
» Ces deux ensembles éant identiques, ils ont le mérme plus grand &lément done:
PGCD o b= PoCDih; .
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© Algorithme d’Euclide

Action Diwision Reste Commentaire
O divise @ par b. d=bg. +r. Qezr b | gkl =m0 diod PGCD@G; 0] = FGCD:.':.'; A
Sir.«= 0,0 divise & par .. b=rg +r. Orzrar, E-L::.'J; ri= E-_i‘;::.r:: rdoi PGCDYE: r)=PaChr_;r)
Sir =0, an divise r.parr.. fL=rg,+r R E-In::.r:.'r. = E-.b:.r. i dol PGCCr.; v, ) = PECOr  ry)

Sir edondviser parr. | ro=rg 6| DR AT E-I-::.rb_. ,'rt.-=€-_t-::.rt:rh_|_'-::|'ml PGCCrr, . ;v =PGC0r

Oin definit ainsi une suite d'entiers ¢ telsque Q== . <r <1 <. <r <, <y < bl
1] [ K 2 1 il

{ette suite est une swite strictement décroissante d'entiers naturels. Donc c'est une suite finie et il
existe unentierntelquer = 0etr  =0.0rr = 0signifie gque r, diviser, , d'oi:

PGCD(; B) = PGCD(G; r)) = PGCDYr,; r, )= ... = PGCDIF, i1 l=r,.
m Lorsque bne divise pas a, le PGCD de o et b est le dernier reste non nul dans l'algorithrne d'Euclide.

Théordme E] Consdquencas de I'algorithme d'Euclide
a et b sont deux entiers naturels non nuls.
[ 'f,: Lensemble des diviseurs comimuns a a et b est I'=nsemble des diviseurs de PGCDYa; B).
-::2?:: Cuel que soit I'entier c = 0 : PGCDHac; be) = ¢ x PGCDI{a; b).

Démonstration
1. D'aprés lalgorithme d'Buclide : i &) = Tir, ir, |="0r lcarr, diviser, . Etr =PGCD{a; b).

2. Dans l'algorithme d'Euclide, il suffit de multiplier par ¢ chague membre des égalités (colonne 2)
et des inégalités [colonne 3).

i ! Nombres premiers entre eux

Définttion I3 Dire que deux entiers naturels non nuls @ et b sont premiers entre eux signifie que leur PGCD est
egala 1.

m Caracteérisation du PGCD. o et & sont deux entiers naturels non nuls.

ufy est le PGCD de @ et b+ équivaut 3 =1l existe deux entiers naturels @' et b'tels que
a=4a, b=ab" et PGCD{G;b)=1w

- Démonstration

NNE

..E‘"'fmﬂ ® SUpposons que & = PGCDYe; &), Alors il existe deux entiers o' et b tels gque 0 = Ad' et b = AL
E;T‘L‘gl‘ljlr:““" Dérnentrons gue PGCD{a’; &7 = 1. 5i d est un diviseur commun a 2'et b] alors o’ = da, et b'=db .

implication, Donc g = &da et b= 4dDb 1l en résulte que Ad divise a et b. Or, & est le plus grand des diviseurs
communs, donc =1 soit PGCDa b7 = 1.

e Supposons quil existe deux entiers o' et b tels que a = Ad, b= Ab et PGCD{a " & = 1.
Cémontrons gue & est le PGCD de g et b.
Cr'apreés le théoréme 3, PGCDAS"S AR = A « PGLD(g" b = A,
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Le théoréme de Bézout

Théordme L] a et b sont deux entiers naturels nen nuls. Dire = @ et b sont premiers entre eux » eguivaut a dire

i T
| Lne partie
ror vide

da %
contiant
un plus
petit
| élément. |
e A

2.2

«|| existe deux entiers relatifs v et v tels que gu + by =11

Démonstration

1. Supposons guil existe deux entiers u et v tels que au + by = 1 et prouvons que a et b sont
premiers entre eux. On note & = PGCDIa; b). A divise o et b donc A divise qu + by
Comme au + by =1, &A= 1 et g 2t b sont premiers entre eux.

2. Supposons a et b premisers entre eux ot démontrons gque 1 «sécrits sous |a forme au + by,

Soit ¥ lensemble des nomlbares de la forme au + by, avecu c wetwvc fl

Lensemble ¥ nest pas vide carpour v =1 et v =0, < E.{ll en est de méme pour b.)

I Ainsi ¥ contient des entiers stricterment positifs et, parmi ewx, un plus petit que tous les autres.
Motons m = au, + by, ce plus petit élément. La division euclidienne de a par m sécrita =mg +r

avecD = romsoitr=o0-mg=o0-(au +bv lg=all - uq + bl-v,qgl.

Ainsi Fc % 0r m est le plus petit entier strictement positif de ¥ donc r = 0. Ainsi m divise o.

2n mantre de méme gue m divise b.

Comme a et b sont premiers entre eux,m = | etou, + bv, = 1.

@ En pratique, comment trouver u et v?
Pour déterriner les coefiicients, on utilise I'algerithrne d'Euclide. Dennons un exernple.
On cherche un couple (x; ¥) dentiers relatifs tels que B9x + 41y =1 (7).

89 ot 41 sont premiers entre eux donc il existe deux entiers relatifs x et vy waérifiant (1).
Onposes=89eth=41.

."--- .-HII
R39—41x2+7 donc7=89-2x41=qa-2h, Oneffectue

les divisions euclidien nes
41=Fx5+6 IjDI'I'Eﬁ=4|—?}{5=b—5lzﬂ—2b:|=11b—5ﬂ. A et on exprime les restes
7=6x1+1 donc1=7-6=a-2b-11b+5a==6a-13b. \ AU fur etd mesure. y,

Soit B9 x 6 +41 x (=131 =1_Ainsi x ¥ |= (6; -13) est solution de {1).

Une nouvelle caractérisation du PGCD

Thiéoréme -
a et & sont deux entiers naturels non nuls.

RAISONNER

-
Oémanstraticn
par double
implicaticn.

Dire que « & est le PGCD de a et b« équivaut a dire que « A estun diviseur de a et b et il existe deux
entiers relatifs u et v tels que & = au + bys.

Démonstration. « Supposons que & est le PGCD de g et b Alors, par définition, & est un diviseur
de aet b, De plus, d'aprés |e théoréme 4, il existe deux entiers naturels a’ et 5 tels que @ = Ao’ et
b=n0b"et PGCDa  bY=1.

Conc, daprés le théoréme 5, il existe deux entiers relatifs u et v tels gue o'+ bv = 1.

O en déduit gue Agu + Aby = & 500t au + by = A

s supposans que A divise @ et b et quil existe des entiers relatifs v et v tels gue au + by = L

Matons i le PGCD de o et b A divise a et b donc A =2 & Et, puisque & divise g et b, 6 divise au + by =4
diold = A Doncd=AAestle PGCDde aet b
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Enoncé du théoréme de Gauss

m da, b, € sont des entiers strictement positifs tels que a divise le produit b et 7 est premier avec b.

32

:

Alors a divise ¢

5i un entier naturel divise un produit de deux facteurs et sl est premier avec
I'un d'eux, il divise 'autre.

Démonstration

Puisque g et b sont premiers entre eux, d’apres le théoréme de Bézout, il existe des entiers relatifs

u et v tels gue o+ v = 1. Donc (gciu + (boly = ¢ Or o divise ac et be donc e divise gou + Beov. [l en
résulte que o divise €.

Corollaire du théoréme de Gauss

Si un entier naturel » est divisible par deux entiers naturels @ et & premiers entre eux, il est
divisible par leur produit.

Dédmonstration

Par hypothése, n = ag et n = kg avec g et ° deux entiers naturels. Donc ag = by’

Puisque b divise ag et gque b est premier avec a, il divise g (théoréme 7). Donc g = bp et n = aba.
2n conclut que le produit ab divise .

£ Généralisation

Sinestdivisible par plusieurs entiers premiers entre eux deux a deux, /7 est divisible par leur produit.

© Exemple

51 un nombre est divisible par 3, 7 et 11, alors il est divisible par 237 car 3, 7 et 11 sont des entiers
premiars entre eux deux a dew.

© Application

Pour prouver, par exemnple, qu'un nombre est divisible par &, il suffit de prowver guil est divisible par
2et3car?et 3 zont premisrs entre eus,

Ainsi, pour tout entier naturel 0= 1, (it — 1) nln + 1) est divisible par 6.

En effet, niir + 1] est le produit de deux entiers consécutifs : il 25t donc divisible par Z.
Etin—1) n(n+ 1) est l2 produit de trois entiers consécutifs : il est donc divisible par 3.
Il en résulte que [n — 1} pin + 1) est divisible par 6.

D Attention
L'hypothese = 7 et b premiers entre eux» est une hypothése essentielle.

51 on démantre qu'un nombre est divisible par 4 et &, on peut seulement conclure quil est divisible
par 12, et non pas par 24 Ainsi 36 ast divisible par 4 et 6, mais nest pas divisible par 24.

Source : Transmath Term S spécialité, éd. Nathan (programme 2012)
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