|| MATRICES

m Définitions

® Une matrice de format (n, p) est un tableau de nombres comportant
n lignes et p colonnes. Ces nombres sont les coefficients de la matrice.

Le premier indice est
toujours le numéro de
la ligne, et le deuxiéme

e Le coefficient de la lignei etde la colonnej est noté a, celui de la colanne.

1 -5 0
[p) Exemples. A= (2 3 -1 ) est une matrice de format (2, 3).

ligne 1 colonne3 ligne 2 colonne 2

© Matrices particuliéres. Sin =1, A est une matrice ligne; si p = 1, A est une matrice colonne;
sin = p, A est une matrice carrée.

Si tous les coefficients de A sont nuls, A est une matrice nulle.

Définition - [ - e » - .
Définition Y Dire que deux matrices sont égales signifie qu'elles ont le méme format, et les mémes coefficients
aux mémes emplacements.

© Exemples. (— —) (0,5 0,75), mais (2,2 0,4) = (04 2,2) et (2,2 04}?5(5'3)-

La matrice transposée d'une matrice A de format (n, p) est la matrice de format (p, n), notée AT,
obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A.

1 2
© Exemple. Si A=G _35 _0 ) alors A‘—(—S 3
0 -1

m Addition de deux matrices de méme format

_ éfinition L 310 appelle somme de deux matrices de méme format la matrice obtenue en additionnant les
coefficients de méme emplacement.

Oexempie. [, 3 5)+(5 5 5)-(5 5 2

méoréme[l A, B, et C sont des matrices de méme format. O est la matrice nulle de méme format.

T.A+B=B+A. Parmi les matrices de format donné, la matrice
2.A+(B+C)=(A+B)+C. nulle joue pour I'addition le méme réle que
3.A+0=0+A=A. le nombre 0 pour I'addition des nombres.

On écrira
donc
A+B+C

Démonstration. Pour un emplacement quelconque (repéré par son numéro de ligne et son
numéro de colonne), appelons a le coefficient dans A, b le coefficient dans B, c le coefficient
dans C. Les propriétés résultent respectivement des égalités :

atb=b+a; (a+b)l+c=a+b+c); a+0=0+a=a.
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m Multiplication d’'une matrice par un nombre réel

On appelle produit d’une matrice par un nombre réel la matrice obtenue en multipliant tous les
coefficients par ce nombre.

© Exemple. -2 x G _35 _O.II) = (j 12 g)

Théoréme p3 M et M'sont deux matrices de méme format. O est la matrice nulle de mé&me format.

1.0M=0et TM=M. Pour I'addition des matrices, et
la multiplication d'une matrice par
un nombre, les régles de calcul sont

s(g+BpM=cM+BM eso(M+M)=ctM+aM analogues a celles sur les nombres.

2. a.et f sont deux nombres.

6! on appelle opposée de M la matrice (-1)M, notée —M, et on note A — B la matrice A + (-B).

> Conséquences. M - M est la matrice nulle, et I'égalité M + A = B équivaut a I'égalité M =B - A.

m Multiplication de deux matrices
Définition A
e Le produit de la matrice ligne L= (a, a, ... a) par la matrice colonne C=| "2 | est le nombre

P
LC=ab, +ab,+...+ab,= Tab, b,

e Le produit d’'une matrice A = (a, ) de format (n, p) par une matrice La régle concernant
B = (b, ) de format (p, g) est la matrice, notée AB, de format (n, g) dont les formats peut étre
le coefficient ¢, est le produit de la matrice ligne/ de A par la matrice schématisée par

(n, p) % (p, q) = (n, q).

B
colonnej deB: ¢, = Y a, b

= Ik kf
© Disposition pratique : un exemple. ( 1
1 0 4 1
P{:ur(1 g D) 4 -1 =(_]g 5), - € =1x1+(-5)x4+0x(-2)
2 3 -1 1% 0 n -
-2 -3 = -19 ) cn=2x0+3x{—1}+{—1j><{—?j]
on procéde comme ci-contre. [;Jij:(q{,—»g

o Remarque. Siles matrices AB et BA sont définies, en général, AB n'est pas égale a BA.

3] A, B, C sont des matrices dont les formats permettent les calculs indiqués. k désigne un nombre.
(admis) 4 A(BC) = (ABIC. 2.A(B+C)=AB+AC.

On écrira o = - e ey
3-U’~+B}C AC +BC. 4. (kA)B = A(kB) = k(AB). ¢ (‘O écrira donc kAB. )

= D Attention. Lorsque les produits utilisés sont définis:siA=0ouB=0, alors AB =0.

Mais la réciproque est fausse : AB = O peut étre vérifié sansque A=0ouB=0.
Ainsi '2galité AM = AN peut étre vérifiée sans que M =N,
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m Matrices carrées et matrices unités

Définition -] d est un entier naturel non nul.

» On appelle matrice carrée d'ordre d toute matrice de format (d, d).

» On appelle matrice unité d'ordre d la matrice [, carrée d'ordre d, dont tous les coefficients sont
nuls, sauf ceux de la diagonale principale qui sont égauxa 1.

100
(> Exemple. La matrice unité dordre3estT=|0 1 0|
001

La matrice unite joue

ménrémeﬂ . FET AT pour la multiplication
1. Pour toute matrice M carrée d'ordre d, IM = MI = M. (lorsquielle est définie)
2. Pour toute matrice colonne C de format (d, 1), IC=C. le méme role que le

nombre 1 pour la multi-

3. Pour toute matrice ligne L de format (1, d), LI =L. plication des nombres.

g Puissance d’une matrice carrée

Définition EJ n est un entier naturel non nul et A est une matrice carrée. La puissance n-i@me de la matrice A,
notée A", est la matrice définie par A"=AA ...... A
———
Par convention, A’=1. n fois
5 |

a 0\" (a" 0
P tout naturel l et t b th = .
our tout naturel n non nul et pour tous nombres a e ,(0 b) (ﬂ b")

© Généralisation aux matrices diagonales. Une matrice diagonale est une matrice carrée dont
les seuls coefficients non nuls (s'ils existent) sont situés sur la diagonale principale. Le théoréme 5 se
généralise a toute matrice diagonale.

m Inverse d’'une matrice carrée

Lidée est la méme que
pour les nombres :
dire que 0,5 et 2 sont
inverses, c'est dire que
05x2=2x05=1.

A est une matrice carrée d'ordre d. On dit qu'une matrice B, carrée
d'ordre d, est inverse de A si elle vérifie AB=[ et BA=1.

Théoréme [ Si la matrice carrée A admet une matrice inverse, celle-ci est unique. On la note A™.

Démonstration. 5i deux matrices B et B’ vérifient AB=1, BA=1, AB'=1, B'A = [, alors on peut
écrire : B'(AB) = BT. D'oli par le théoréme 3, (BA)JB=B,donc [B=B'et B=B!

* D Attention. Tout nombre @ non nul admet un inverse a-'. Cette affirmation ne se généralise pas
aux matrices (voir l'exemple du théoréme 7).
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Théoréme f

a b . et
A =( s d) est une matrice carrée d'ordre 2. Loy s Ao

; ; e (d 'b) s'appelle le
1.5Siad - be= 0, A admet une inverse A e (- e &
2.5iad - bc =0, A n'a pas d'inverse.
Démonstration. 1. PosonsB = # ( d _b).
ad-bc\-c a
AB = 1 (a b)(d —b)_ 1 (ad—bc 0 )_(1 0
“ad-bc\c d/\-c a) ad-bc 0 ad-bc/ ~\0 1 On utilise

la propriété 4
énoncée dans
le théoréme 3.

De méme, on montre que BA =1L

2. Pour cette démonstration, voir l'exercice 46, p. 133.

1 -2 -5 2
© Exemples. -A=( 3 _5) :ad-bc=1=0.Donc A est inversible et A~ =(_3 1).
1.
sl= (1 1) :ad - be =0, donc J n'a pas d'inverse.

Théoréme -} A, M et N sont des matrices carrées de méme ordre. O est la matrice nulle de méme ordre.
On suppose que A est inversible.

e 5SiAM =0, alors M =0. # Si AM = AN, alors M = N.

! Démonstration. On multiplie chaque membre des égalités supposées par A™' a gauche,

m Ecriture matricielle d'un systeme linéaire
s Un systéme de deux équations linéaires a deux inconnues x et y est de la forme :

S) {ax+ by=e

oua,b, ¢, d, e et fsont des nombres.
cx+dy=f

Les solutions de ce systeme sont les couples (x; y) vérifiant simultanément ces deux équations.

b
¢ En considérant les matrices A =( i d)' X =( j ) etB =( ?) le systéme (S) s'écrit : AX = B. Dans cette

ecriture matricielle, A est la matrice associée au systéme (5). Les deux équations linéaires se sont

transformées en une (seule) équation matricielle, d'inconnue X, Avec ces notations :

Théoréme bRy W inversible, alors (S) admet un unique couple solution défini par X = A™'B.
Démonstration. Si AX = B et si A est inversible, alors A7(AX) = A”'B et par le théoréme 3,
(A'A)X = A-'B donc IX = A'B c'est-a-dire X = A'B.

Le théoreme 9 se généralise aux cas des systémes de n équations linéaires a n inconnues, pour tout
natureln = 2. !

(> Exemp|e. On considére le systéme (5) {;‘:I gi: ?, dont lI'écriture matricielle est AX = B avec
-1 4 9
A= ( 3 2) etB= ( 1 ) Le déterminant de A, -1 % 2 - 4 x 3 = -14, est différent de 0, donc d'aprés

le théoréme 7, la matrice A est inversible. D'aprés le théoréme 9, il existe un unique couple solution

s L TEi x)=L(2 —4)(9) , ,(x)=(—1) o [x=—1
définiparX=A BSOIt(y o 0 | e . Ainsi, ¥ 5 C'est-a-dire = *

© Remarque. On admet que si la matrice associée au systéme nest pas inversible, alors I'ensemble
des solutions est soit vide, soit contient une infinité de solutions.

Source : Transmath Term S spécialité, éd. Nathan (programme 2012)
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Ajouter ou multiplier des matrices parun réel

2 -1 0y -1 3 5
ENONCE On considire los matrices A =[ 4 0 3 arB=| 2 6 -2}
-2 3 32 L 3 5 —4)
Calculer 58 + 3B a la main. Vérifier en effectuant le calcul avec calculatrice ou logiciel.
SOLUTION
[ 10 -5 0) -3 9 15 f7 415
Alamain:3Ah=| 20 0 15| et 3B= & 18 6 done SA+3B= 26 18 9  Onwérifie avec des oulils TICE.
—10 15 10) L 915 -2 -130-2)
Sur TI-83 (ou TI-83 Premium GE) Sur Gasio Graph 35+
= Entrer la matrice A en [A] - = Entrer la matrice A - dans le menu Bus MatH, cholsir
Taper| 27 || %' | (ou|matrice ) et choisir EDIT | T paur@, sélectionner Mat A puis par @ choisir

YWalider |z choix 1 : [A] puis régler le format a 3 =3 ; i et entrer le farmat :

Entrer les coefficients un par un en validant par

Enter les coefficients en validant chacun par Exe.

rés chacun.
?::Entrer de méme La matrice B en [H]. * Entrer de méme la matrice B.
» Taper * Taper le calcul ci-dessous, Mat soblenant par

0EDILLEEDE EMe@wm @

Sur Xcas Sur Scilab
A:=[[2,-1,0],[4.0,3]),[-2,3,2]] _;}L:H"_l‘n:'“"n"a;_a's‘;]
2, -1, 0
2. - 1. 0.
4.. U* 3 4. 0. 3.
_2+ 3|‘ 2 ol 2. 3- :4.
=[[-1,3,5]),(2,6,-2],[3,5,-4]] -=>B=[-1,3,5:2,6,-2:3,5,-4)
1.8 5 B =
a g 2 = 1. 3. 5.
2. 5. = 2.
3, 5, - 3 E. = 4.
S*A+34B ==35*R43I*E
7. 4, 15 ans =
26, 18, 9 7. 4, 15,
26. 18, 9,
-1. 30, -2 " N i

Source : Math'x Term S spécialité, éd. didier (programme 2012)
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