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CHAINES DE MARKOV

Les chaines de Markov constituent un des exemples les plus simples de suites de variables aléatoires.

DEFINITIONS

appelé poids de cette aréte.

» Un graphe pondéré est un graphe dans lequel chaque aréte est affectée d’un nombre réel positif

* Un graphe probabiliste est un graphe orienté pondéré par des réels compris entre 0 et 1 et dans
lequel la somme des poids des arétes issues de chaque sommet est €gale a 1.

0,3
graphe probabiliste — @/_\

0,7

0,2
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DEFINITIONS

« Soit (X, ) une suite de variables aléatoires a valeurs dans un ensemble {a,;a,; ...
La suite (Xn) est une chaine de Markov a N états lorsque :

L wVikelN,V (xo;x1;---§xk+1) € E*?, p[XO:xO}ﬂ{Xlle}ﬂ...{Xk:xk}(Xk+1:xk+l):pXk:xk(XkH:ka) .
Cette probabilité est appelée probabilité de transition de 1’état x, al’état x;,, .

Les X, sont a valeurs dans E : cet ensemble est appelé espace des états.

* On dit qu'une chaine de Markov (X,,) est homogene si la probabilité de passer de I’état a; a
I’ état a, ne dépend pas de I’instant £ : pXk:ai(Xk+1:aj):pX0:a,.(Xlzaj) .

La probabilité de transition de ’état @, a I’état a; est alors : ka:a,,(an:a j)szoza,,(XFa j) .

;GN} ,noté E.

Autrement dit : 'information utile pour la « prédiction » du futur est entieérement contenue dans 1’état
présent du processus et n’est pas dépendante des états antérieurs (on dit parfois que le systéme est « sans

mémoire »).

REMARQUES :

« il faudrait supposer que les événements par lesquels on conditionne ne sont pas de probabilités nulles,

ce qui sera le cas en pratique ;

« les variables aléatoires (X,) ne sont pas nécessairement a valeurs réelles ;

* on désigne aussi parfois une chaine de Markov homogene par I’expression « marche aléatoire ».

pb, ]

I_ }11__ a

p”i’!_/

pa,h ph, b

« par exemple, sur ce graphe d’une chaine de
Markov a trois états, on a :

pXA:c(XkH:b):pc,b .
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Andrei Andreievitch Markov' (1856-1922) était un mathématicien russe —

Markov a publié les premiers résultats sur les chaines de Markov a espace d’états fini
en 1906. Une généralisation a un espace d’états infini dénombrable a été publiée par
Kolmogorov en 1936. Les processus de Markov sont liés au mouvement brownien et a
I’hypothese ergodique, deux sujets de physique statistique qui ont été trés importants
au début du XX siecle.

Extraits des pages Wikipédia sur le mouvement brownien et [’hypothése ergodique :

Le mouvement brownien, ou processus de Wiener, est une description mathématique du mouvement
aléatoire d'une « grosse » particule immergée dans un fluide et gui n'est soumise a aucune autre interaction

que des chocs avec les « petites » molécules du fluide environnant. Il en résulte un mouvement frés irrégulier [

de |a grosse particule, gui a été décrit pour la premiére fois en 1827 par le botaniste Robert Brown en %
observant des mouvements de particules a l'intérieur de grains de pollen de Clarkia pulchella (une espéce de "

fleur sauvage nord-américaine), puis de diverses autres plante51_ fﬁ%‘

« entre deux chocs, la grosse particule se déplace en ligne droite avec une vitesse constante ;
« |a grosse particule est accélérée lorsqu'elle rencontre une molécule de fluide ou une paroi.

Ce mouvement permet de décrire avec succés le comportement thermodynamigue des gaz (theorie cinéfique ' N S =
. . . . ) R i Mouvement brownien dune
des gaz), ainsi gue le phénomene de diffusion. Il est aussi tres utilise dans des modeles de mathematiques particule.
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La description physigue la plus élémentaire du phénoméne est 1a suivante : ;;Hm'h !
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| L'hypothése ergodique, ou hypothése d'ergodicité, est une hypothése fondamentale de la physigue statistique. Elle fut formulée initialement par
Ludwig Bolizmann en 1871 pour les besoins de sa theorie cinétique des gaz. Elle s'appliquait alors aux systémes composés d'un trés grand nombre
de particules, et affirmait qu'a I'équilibre, la valeur moyenne d'une grandeur calculée de maniére statistique est égale a la moyenne d'un trés grand
nombre de mesures prises dans le temps. La premiére valeur est celle gue permet de calculer la physigue statistique, la seconde est proche de ce
qu'on peut expérimentalement mesurer. L'hypothése ergodigue est donc fondamentale pour un bon rapprochement entre la théorie et |'expérience.

|
\
\
|
\
Un systéme pour lequel I'nypothése ergodique est vérifiée sera qualifié de systéme ergodique. Dans la plupart des cas, il est trés difficile de !
démontrer rigoureusement qu'un systéme est ergodigue ou non. L'analyse mathématigue de ce probléme a donné naissance a la théorie ergodique \
qui précise la nature mathématique de I'nypothése et donne des résultats sur ses conditions de validité. Mais I'hypothése ergodique reste souvent i
une simple hypothése, jugée vraisemblable a posteriori quand elle permet de faire des prédictions correctes. En ce sens, elle constitue un point faible i
de la physigue statistique. i

\

|

\

L'hypothése d'ergodicité intervient également en fraitement du signal, ou elle consiste a admettre gue I'évolution d'un signal aléatoire au cours du
temps apporte la méme information qu'un ensemble de réalisations. Elle est importante dans I'étude des chaines de Markov, les processus

Lstationnaires et pour 'apprentissage automatique.

DEFINITIONS
On considére une chaine de Markov (X,,) a N états et onnote E={1;...;N| I’espace des états.
Cette chaine de Markov est dite homogéne si pour tout (i,j) de EXE, la probabilité
pxk:,-(XkH:j ) ne dépend pas de k. La matrice de transition (m,, j) associée a cette chaine de
Markov est la matrice carrée d’ordre N telle que, pour tout (i,7) de EXE, le coefficient 7, j
correspond a la probabilité de transition de 1’état i vers 1’état ;.
03 « par exemple, la matrice de transition associée a la chaine de

() Markov dont le graphe est ci-contre est :

AR 0,5 0,1 04
LA NN,
04/ /N N0 0,7 0,2 0,1
PRI 03 04 03
- 0,7 SN
G S— )
0,5~ 0,1 — 0,2

1 Anecdote : il est cité par le rappeur Freeze Corleone dans son morceau Zarkov sur I’album LMF : « J’suis 1a pour les sous, a propos des chiffres, s/o Andrei
Markov » (« s/o » veut dire « shout out » soit “dédicace” en anglais).
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Par les définitions précédentes, on a :

PROPRIETE

La somme des coefficients d’une ligne donnée de la matrice de transition associée a une chaine de
Markov est égale a 1.

C’est pourquoi on définit souvent une chaine de Markov par un graphe probabiliste.

PROPRIETE
Soit (X,) une chaine de Markov homogéne dont I’espace des états est {1;2;...;N | .

On note M sa matrice de transition. Soit n € IN".

) !rLa probabilité pXD:i(Xn: J) est ¢gale au coefficient de la matrice M" d’indice (i,/) .

Autrement dit, le coefficient d’indice (i,j) de la matrice M” correspond a la probabilité de passer de
I’état i a I’état j en n transitions.

Démonstration : par récurrence sur 7.

Remarquons d’abord’ que si A, B et C sont trois événements : pa (BNC)=p,(B)Xpsns(C).

« Initialisation : M'=M et par définition, Px,=(X,=j)=(M], ;. A
* Hérédité : soit n € IN". Supposons que pXO:O(Xn:j):(Mn)i,j . /
N
pXOZi(X/H'l :j):pXOZi kgl({Xn:k}m[XfH'l:j})) /
N 1

Z pXOZi({Xn:k }m{XnH:j})

voir ci-dessus

b
I

I
M=

pXO:i(Xn:k)xp{XO:i}ﬁ{X,,:k} (X;m:j)

M"]. . x (X =i conséquence* de la définition d’une chaine de Markov
( )”k va—k( ne1=J ) + hypothése de récurrence * admise

(Mn)i,kXpXO:k (Xl :j) A> chaine de Markov homogéne

(Mn)i,kX(M)k,j
! M)i’ j 4) produit matriciel

n+1>4
LJ

b
I

[
M=z

=~
1}
—_

[
M=z

b
I

I
M=

(
<

< =

ExempLE C1

j3 On considére une marche aléatoire (Xn) a trois états, modélisée par le
~.’ N graphe probabiliste suivant. On note M la matrice de transition associée.
0"03 0101' Déterminer une valeur approchée a 107° de la probabilité de passer de
/,_ 07 _1 I’état 1 a I’état 2 en 5 étapes.
05 l\)_ o I 0,2

2 Tres facile a démontrer.
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DEFINITIONS
Soit (X,) une chaine de Markov dont I’espace des états est {1;2;...;N} .

On appelle distribution initiale de cette chaine de Markov la loi de probabilité de X, , que ’on
note souvent T, : 7t0=(p(X0=1) p(X,=2) .. p(XO:N)) )

On appelle distributions de la chaine de Markov les matrices lignes 7, donnant la loi des
variables aléatoires X : nk=(p(Xk:1) p(X,=2) .. p(Xk:N))_

THEOREME
Soit (X,,) une chaine de Markov dont I’espace des états est noté [1;2;..;N} .

On note M sa matrice de transition. Les distributions 7, de cette chaine de Markov vérifient la

relation de récurrence ;=7 M etonaalors:Vn €N, n,=n,M".

Démonstration : « Soit j € (1;2;...;N| . D’aprés la formule des probabilités totales :

N N
(nk+l) Xyt ] Z;P( k1 =jln X=i ):Zl:p =1 pr (Xk+1:j)
N
:; (nk)l XM,
M), ;-

Conclusion ;: T, =7, M |
. . \ n
» Par récurrence sur n, on arrive alors facilement a : m,=n,M" .

ExempLE C2

On considére la marche aléatoire (X,,) a trois états de I’exemple C1.

1. On part de I’état 3 : p(Xo=3 )=1 . Déterminer la distribution ™5 donnant la loi de X .
2. En déduire une valeur approchée a 10 > de la probabilité d’étre a I’état 2 a I’étape 5.

3. Compléter le tableau suivant (arrondira 107%):

k 0 2 4 6 8 10 12 14 16
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DEFINITION
Soit (X,,) une chaine de Markov homogéne a N états, de matrice de transition M.

Une matrice ligne © (dont la somme des coefficients est égale a 1) est une distribution invariante
si: tM=m . On dit aussi que la chaine de Markov admet alors un état stable.

REMAROQUE : si (M— In) est inversible, alors la chaine de Markov n’admet pas de distribution invariante,
puisqu’alors 7 serait la matrice nulle.

THEOREMES (ADMIS)

Soit (X,,) une chaine de Markov et (nn) la suite de ses distributions.

On note M sa matrice de transition.

* Si (n,,) est convergente, alors elle converge vers une distribution invariante.

*Si (X,) esta deux états (avec des coefficients dans ]0;1[), alors (m,) converge.

+ S’il existe un entier n tel que M" ne contient aucun 0 (sauf éventuellement sur sa diagonale
principale), alors (m;) converge vers I'unique distribution invariante.

Démonstration du deuxiéeme point :

1-p A./\Q 1—9¢

1-p p)

Soient p et g deux réels de ]0;1[ . MZ( g 1—g

r+q prq
2. Démontrer qu’en notant an(x,, l—xn),ona: Xp=(1=p—q)x,+q.

1. Démontrer que I’'unique distribution invariante est ( 4 L) .

q
p+q

3. En déduire (étude d’une suite arithmético-géométrique) que : (xn— ) est une suite

géométrique de raison 1—p—q.
4. En déduire que cette suite converge vers 0, puis que (x,) converge. Conclure.
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— BILAN DU CHAPITRE & TRAVAIL EN AUTONOMIE «

* Fiche bilan — p.227
* QCM 6 questions corrigées — p.228

* Exercices corrigés — 86 a 88 p.229

==« Exercices types corrigés — méthodes 7 et 8 p.216/217

ExempLE C3

D’apreés Bac S, juin 2016 (Amérique du Nord)

On dispose de deux urnes U et V contenant chacune deux boules. Au départ, I'urne U contient deux

boules blanches et 'urne V contient deux boules noires.

On effectue des tirages successifs dans ces urnes de la facon suivante : chaque tirage consiste a

prendre au hasard, de maniére simultanée, une boule dans chaque urne et a la mettre dans I'autre

urne.

Pour tout entier naturel n non nul, on note X, lavariable aléatoire égale au nombre de boules blanches
que contient I'urne U & la fin du n-iéme tirage.

I. a. Traduire par une phrase la probabilité Pix, 1)(X,1 = 1) puis déterminer les probabilités
conditionnelles suivantes :

Pix,=0) (Xno1 = 1), Pix,=1) (X1 =1) et Pix,-2) (Xns1 =1).

b. Exprimer P(X,;+1 = 1) enfonctionde P(X,=0), P(X,=1) et P(X, =2).
2. Pour tout entier naturel n non nul, on note R, la matrice ligne définie par :

Ru = [P[xn =0) P(Xy,=1) P(X,= 2]]

0 1 0
et on considére M la matrice | - 1 1
o1 0

On note Ry la matrice ligne (0 0 1).

On admeltra par la suile que, pour toul entier naturel n, R4y = Ry x M.

Délerminer R; el justifier que, pour lout entier naturel n, R, = Ry x M".
3. Onadmet que M = Px Dx P~ avec:

I 2 3 1 —% 00 » 1 -2 1
P:E(_zl _[]3 }], D= 0 o olet P :(1 g —11}.
0 0 1

Etablir que, pour toul entier naturel n, M" = P x D" x Pt

[_,1]” 0 0
On admettra que, pour tout entier naturel n, D" = é 0o ol

0 0 1
4. a. Calculer D" x P~! en [onction de n.

b. Sachant que Ry P [é —% %), délerminer les coellicients de R, en fonction de n.

5. Déterminer ,,".‘}‘ P(X,=0), ,ili.[P P(X,=1et JW]iirp P(X,=2).

Interpréter ces résultats.
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