
CHAÎNES DE MARKOVCHAÎNES DE MARKOV

Les chaînes de Markov constituent un des exemples les plus simples de suites de variables aléatoires.

DÉFINITIONSDÉFINITIONS

• Un graphe pondéré est un graphe dans lequel chaque arête est affectée d’un nombre réel positif
appelé poids de cette arête.

• Un graphe probabiliste est un graphe orienté pondéré par des réels compris entre 0 et 1 et dans
lequel la somme des poids des arêtes issues de chaque sommet est égale à 1.

graphe probabiliste →

DÉFINITIONSDÉFINITIONS

• Soit (Xn ​)  une suite de variables aléatoires à valeurs dans un ensemble {a1 ;a2 ;… ; aN } , noté E.

La suite (Xn)  est une chaîne de Markov à N états lorsque :

∀ k ∈ ℕ, ∀ (x0 ; x1;…; x k+1) ∈ E k+2 , p{X0=x0}∩{X1=x1}∩...{Xk=xk}(X k+1=x k+1)=pXk=xk
(X k+1=x k+1) .

Cette probabilité est appelée probabilité de transition de l’état xk  à l’état xk +1 .

Les Xn  sont à valeurs dans E : cet ensemble est appelé espace des états.

• On dit qu’une chaîne de Markov (Xn)  est  homogène si la probabilité de passer de l’état  a i  à
l’état a j

 ne dépend pas de l’instant k : pXk=ai
(X k+1=a j)=pX0=ai

(X1=a j) .

La probabilité de transition de l’état a i  à l’état a j  est alors : pXk=ai
(X k+1=a j)=pX0=ai

(X1=a j) .

Autrement  dit :  l’information  utile  pour  la  « prédiction » du futur  est  entièrement  contenue dans  l’état
présent du processus et n’est pas dépendante des états antérieurs (on dit parfois que le système est « sans
mémoire »).

RR E M A R Q U E SE M A R Q U E S              : 
• il faudrait supposer que les événements par lesquels on conditionne ne sont pas de probabilités nulles,

ce qui sera le cas en pratique ;
• les variables aléatoires (Xn)  ne sont pas nécessairement à valeurs réelles ;
• on désigne aussi parfois une chaîne de Markov homogène par l’expression « marche aléatoire ».

← par exemple, sur ce graphe d’une chaîne de
Markov à trois états, on a :

pXk=c(X k+1=b)=pc,b .
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Andreï Andreïevitch MarkovMarkov1 (1856-1922) était un mathématicien russe →

Markov a publié les premiers résultats sur les chaînes de Markov à espace d’états fini
en 1906. Une généralisation à un espace d’états infini dénombrable a été publiée par
Kolmogorov en 1936. Les processus de Markov sont liés au mouvement brownien et à
l’hypothèse ergodique, deux sujets de physique statistique qui ont été très importants
au début du XXe siècle.

Extraits des pages Wikipédia sur le mouvement brownien et l’hypothèse ergodique :

DÉFINITIONSDÉFINITIONS

On considère une chaîne de Markov (Xn)  à N états et on note E={1 ;…; N }  l’espace des états.

Cette  chaîne  de  Markov  est  dite  homogène  si  pour  tout  (i, j)  de  E×E ,  la  probabilité
pX k=i(Xk +1= j)  ne dépend pas de  k. La  matrice de transition  (mi , j)  associée à cette chaîne de
Markov est la matrice carrée d’ordre N telle que, pour tout  (i, j)  de  E×E , le coefficient  mi, j

correspond à la probabilité de transition de l’état i vers l’état j.

← par exemple, la matrice de transition associée à la chaîne de 
Markov dont le graphe est ci-contre est :

(0,5 0,1 0,4
0,7 0,2 0,1
0,3 0,4 0,3) .

1 Anecdote : il est cité par le rappeur Freeze Corleone dans son morceau Tarkov sur l’album LMF : « J’suis là pour les sous, à propos des chiffres, s/o Andreï
Markov » (« s/o » veut dire « shout out » soit “dédicace” en anglais).
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Par les définitions précédentes, on a :

PROPRIÉTÉPROPRIÉTÉ

La somme des coefficients d’une ligne donnée de la matrice de transition associée à une chaîne de
Markov est égale à 1.

C’est pourquoi on définit souvent une chaîne de Markov par un graphe probabiliste.

PROPRIÉTÉPROPRIÉTÉ

Soit (Xk)  une chaîne de Markov homogène dont l’espace des états est {1 ;2 ; ...; N } .

On note M  sa matrice de transition. Soit n ∈ ℕ*.

La probabilité pX 0=i(Xn= j )  est égale au coefficient de la matrice Mn  d’indice (i, j) .

Autrement dit, le coefficient d’indice  (i, j)  de la matrice  Mn  correspond à la probabilité de passer de
l’état i à l’état j en n transitions.

Démonstration : par récurrence sur n.

Remarquons d’abord2 que si A, B et C sont trois événements : pA (B∩C)=pA(B)×pA∩B(C) .
• Initialisation : M1=M  et par définition, pX0=i (X1= j)=(M )i , j .

• Hérédité : soit n ∈ ℕ*. Supposons que pX0=0
(Xn= j )=(Mn)i , j .

pX0=i (Xn+1= j)=pX0=i( ∪
k=1

N

({Xn=k }∩{Xn+1= j }))
     =∑

k =1

N

pX0=i ({Xn=k }∩{Xn+1= j }) voir ci-dessus

     =∑
k =1

N

pX0=i (Xn=k )×p{X0=i }∩{X n=k } (X n+1= j )

     =∑
k =1

N

(Mn)i , k×pXn=k (Xn+1= j )       

     =∑
k =1

N

(Mn)i , k×pX0=k (X1= j )     chaîne de Markov homogène

     =∑
k =1

N

(Mn)i , k×(M )k , j

     =(MnM)i, j  produit matriciel

     =(Mn+1)i, j

EE X E M P L EX E M P L E               C 1C 1    

On considère une marche aléatoire  (Xn)  à trois états, modélisée par le
graphe probabiliste suivant. On note M la matrice de transition associée.
Déterminer une valeur approchée à 10−2  de la probabilité de passer de
l’état 1 à l’état 2 en 5 étapes.

2 Très facile à démontrer.
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DÉFINITIONSDÉFINITIONS

Soit (Xn)  une chaîne de Markov dont l’espace des états est {1 ;2 ; ...; N } .

On appelle  distribution initiale  de cette chaîne de Markov la loi de probabilité de X 0 , que l’on
note souvent π0  : π0=(p(X0=1) p (X 0=2) … p(X0=N)) .
On  appelle  distributions  de  la  chaîne  de  Markov  les  matrices  lignes  πk  donnant  la  loi  des
variables aléatoires X k  : πk=(p(Xk=1) p (X k=2) … p(X k=N)) .

THÉORÈMETHÉORÈME

Soit (Xn)  une chaîne de Markov dont l’espace des états est noté {1 ;2 ; ...; N } .

On note M sa matrice de transition. Les distributions  πk  de cette chaîne de Markov vérifient la
relation de récurrence πk +1=πkM  et on a alors : ∀n ∈ ℕ, πn=π0M

n .

Démonstration : • Soit j ∈ {1 ;2 ; ...; N } . D’après la formule des probabilités totales :

(πk+1)1, j=p(Xk+1= j)=∑
i=1

N

p({X k+1= j}∩{Xk=i})=∑
i=1

N

p(X k=i)×pXk=i(X k+1= j)

                           =∑
i=1

N

(πk )1 ,i×M i , j

                          = (πkM )1, j .

Conclusion : πk +1=πkM .
• Par récurrence sur n, on arrive alors facilement à : πn=π0M

n .

EE X E M P L EX E M P L E               C 2C 2    

On considère la marche aléatoire (Xn)  à trois états de l’exemple C1.
1. On part de l’état 3 : p(X0=3)=1 . Déterminer la distribution π5  donnant la loi de X 5 .

2. En déduire une valeur approchée à 10−2  de la probabilité d’être à l’état 2 à l’étape 5.

3. Compléter le tableau suivant (arrondir à 10−2 ) :

k 0 2 4 6 8 10 12 14 16

p(X k=1)

p(X k=2)

p(X k=3)
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DÉFINITIONDÉFINITION

Soit (Xn)  une chaîne de Markov homogène à N états, de matrice de transition M.

Une matrice ligne π  (dont la somme des coefficients est égale à 1) est une distribution invariante
si : πM=π . On dit aussi que la chaîne de Markov admet alors un état stable.

RR E M A R Q U EE M A R Q U E              : si (M−In)  est inversible, alors la chaîne de Markov n’admet pas de distribution invariante,
puisqu’alors π  serait la matrice nulle.

THÉORÈMESTHÉORÈMES ( A D M I S )( A D M I S )

Soit (Xn)  une chaîne de Markov et (πn)  la suite de ses distributions.

On note M sa matrice de transition.

• Si (πn)  est convergente, alors elle converge vers une distribution invariante.

• Si (Xn)  est à deux états (avec des coefficients dans ]0 ;1[ ), alors (πn)  converge.

• S’il existe un entier  n  tel que  Mn  ne contient aucun 0 (sauf éventuellement sur sa diagonale
principale), alors (πk)  converge vers l’unique distribution invariante.

Démonstration du deuxième point :

Soient p et q deux réels de ]0 ;1[ .    M=(1− p p
q 1−q)

1. Démontrer que l’unique distribution invariante est ( q
p+q

p
p+q) .

2. Démontrer qu’en notant πn=( xn 1−xn) , on a : xn+1=(1−p−q) xn+q .

3. En déduire  (étude d’une suite  arithmético-géométrique)  que :  (xn−
q

p+q )  est  une suite
géométrique de raison 1− p−q .
4. En déduire que cette suite converge vers 0, puis que (xn)  converge. Conclure.
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 → B I L A N  D U  C H A P I T R E  &  T R A V A I L  E N  A U T O N O M I E   ←

• Fiche bilan → p.227

• QCM 6 questions corrigées → p.228

• Exercices corrigés → 86 à 88 p.229

• Exercices types corrigés → méthodes 7 et 8 p.216/217

EE X E M P L EX E M P L E               C 3C 3    

D’après Bac S, juin 2016 (Amérique du Nord)
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