— NOMBRES COMPLEXES :

POINT DE VUE GEOMETRIQUE ET APPLICATIONS
I. Représentation géométrique d'un nombre complexe .. 2 IV. Applications en géométrie ... 8
II. Forme trigonométrique d'un nombre complexe ........... 4 V. L'imaginaire a la puissance imaginaire —............ 9
III. Notation exponentielle ... 7

i
L LU -~ .
s %
& E o

" pa . A
"y L4 :
s S 2
(Y 1
4 5Oy '

o

Source : http://images.math.cnrs.fr/L-ensemble-de-Mandelbrot.html

ei“+1=O . '

T'* option maths expertes - NC2 - www.mathemathieu.fr - Johan Mathieu Page 1 sur 10


https://www.mathemathieu.fr/

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (0;i,7).

I. Représentation géométrique d'un nombre complexe

DEFINITION

A tout nombre complexe z=a+1b , on peut associer : b
« 'unique vecteur # de coordonnées (a;b),
qu’on appelle vecteur image de z

« I"'unique point M de coordonnées (a;b), )

<L

qu’on appelle point d’affixe z.

axe des imaginaires

axe des réels

Réciproquement, a tout vecteur W ou tout point M du plan de

A
I R e e e

2

coordonnées (a;b), on peut associer le complexe z=a+ib, qu’on
appelle affixe du vecteur W ou affixe du point M.

On note souvent zy, I’affixe d’un point M. On peut écrire alors M (zy) .

PROPRIETES (EVIDENTES)

Soient v et W deux vecteurs d'affixes respectives z; et zj .
+

PROPRIETE

Soient M et N deux point du plan d’affixes respectives zy et Zy . Alors

D IR T AN 2

Démonstration :

PROPRIETE (EVIDENTE)
Soit M un point d’affixe z. Le module de z, noté |z, est la distance OM.

Si z=a+ib alors |z|=va’+b".
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. |Z+Z '|<|z|+|z'|

. >
PROPRIETES
Soit (z;z') € C2
* =0 = 2=0  Fzl=l] - [El=ld czz=lf
« lzz'|=lz||z"] etdonc:V neN, |'|=|z|"
esi z#0 alors §‘=|—i| et 27,:%
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Démonstrations :

PROPRIETES

Soient A, B, C et D quatre points deux a deux distincts d'affixes respectives z,, Zg, Z¢ et Zp.

AB _[ZpT2Z,
- AB=|z,— —_— =
Alors : |ZB ZA| et CD |zp—z¢

Démonstrations -

Soit E le point d'affixe zg—z,.Donc: zg=zp—2z,4.
Or: Zg=Zgp et Zg—Z,=Zz3,donc Zgz =2z donc OE=AB et par conséquent OE=AB .
Or: OE=|zg[=|z3—z,| donc |zp—z,|=AB.

2]

Iz

c s . . r Z
La propriété suivante est une simple conséquence de cela et ‘7
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II. Forme trigonométrique d'un nombre complexe

DEFINITION
Soit z un nombre complexe non nul, et M son image.

On appelle argument de z, et on note arg(z) , une mesure

(exprimée en radians) de I’angle orienté (ii; 61\71) .

REMARQUES :

« ona donc arg(z)=(7;OM) [2 ] et z aune infinit¢ d'arguments !
Par abus de notation, car il n’y a aucune confusion possible, on note plutdt par exemple arg(z)=

(SR

* le nombre 0 n’a pas d’argument.

Graphiquement, on obtient facilement :

PROPRIETES
Soient z et z' deux nombres complexes non nuls.

- arg(Z)=

+ arg(~z)=

PROPRIETE-DEFINITION (FORME TRIGONOMETRIQUE)

Soit z un nombre complexe non nul d'argument 0. Alors : z=|z|(cosf+isin 6) .

Cette écriture s’appelle la forme trigonométrique de 7.

Démonstration :

a . b
L'argument 0 vérifie 080 =——=—= et sind=—=— (faire un dessin : repére orthonormé !).
g /a2+b2 [ +D ( P )

2 2 2 2
Z:a+ib:a\/a +b +ib\/a +b = a2+b2( a b 2):|Z|(COSQ+iSiH0) .

+i
\/c12+b2 \/a2+b2 \/a2+b2 \/a2+b

Ecrire un nombre complexe non nul sous forme trigonométrique correspond géométriquement a repérer un
point par des coordonnées (dites) polaires, le plan étant muni d’un repére orthonormé direct.

PROPRIETE
Soit z un nombre complexe non nul.

Si z=r(cosa+isina) (ou 7>0 etx € R),alors:  |z|=r et arg(z)=a [2m].

Démonstration :

z:r(cosoc+isina) donc |z|=r|lcosa+isina|=rx1=r .

On a donc Z=|Z|(cosoc+isin0c) . Notons 0 un argument de z . Alors : z=|z|(c0s0+isin 0) )
D’ou : cosa+isina=cosf+isiné et donc cosa=cosf et sina=sinf .

On en déduit donc : ao=0+2 km (faire un dessin — cercle trigo. — ou utiliser équations de 1°S).
Ce qui signifie : arg(z)=6 (modulo 27 ).
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ExempLEs C1 T C2

. 5(cos%+isin%

est la forme trigonométrique du nombre complexe de module 5 et d'argument =

_ n
* Soit Z__3(Cosﬁ+lsm 11) Ce n'est pas la forme trigonométrique car —3<0 mais :
Z——3(cosﬁ+1smﬁ)—3( COSH—ISIH% 3(cos(n:+1—:r51 +isin n+ﬁ))‘

Le complexe z a donc pour module 3 et pour argument n+L ou plutdt —%n .

11

PROPRIETES

Pour tous réels a et b :
« cos(a—b)=cos(a)cos(b)+sin(a)sin(b)
« cos(a+b)=cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b)

« sin(a—b)=sin(a)cos(b)—sin(b)cos(a)

« sin(a+b)=sin(a)cos(b)+sin(b)cos (a)

Démonstrations -

PROPRIETES

Soient z et z' deux nombres complexes non nuls.
* Produit : arg(zz')=arg(z)+arg(z') [2m ]
« Puissance : V n € IN", arg(z")=narg(z) [27 ]

* Quotient : arg(i):arg(z)—arg(z’) [27]
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Démonstrations :

* On note ozl—arg( ) et az:arg(z’),

On a donc : Z—|z|(cosa +isina,) et z'=|z'[(cosa,+isina,) .

Alors: zz' = |z|(cosa,+isina,) x |z'|(cosa,+isina,)

|z||z '|(cosa, cos o, — sin a sin o, +i (cos a, sin o, +sin o, cos at, )

Or : COosQL,CoS aL, —sin o, sin o, =cos(a, +a,) et cosa,sina,+sin o, cosa,=sin (o, +a,)
donc: zz' = |Z||z’|<COS(OL1+O(2)+iSin(OLl+OLZ)) .

Or, |z|lz'[>0, donc cette écriture est bien la forme trigonométrique de zz ', d’ou
lzz'|=lz||z'| (mais on le savait déja) et arg(zz')=arg(z)+arg(z’).

* Par récurrence sur z en utilisant la propriété du produit ci-dessus.

* On pose Z—— .Alors z=Zz' et arg(z)=arg(Z)+arg(z’).

Droi: arg(Z)=arg(z)-arg(") cestindire arg| = |=arg(z)-arg(=").

Comment passer de la forme algébrique a la forme trigonométrique,
et inversement ?

* De la forme algébrique a la forme trigonométrique : ona z=a+1b .

On calcule le module |z| . On écrit alors z= || ﬁﬁm

« De la forme trigonométrique a la forme algébrigue : on a z=|z|(cosO+isin§) ou O=arg(z).

\
|
; On cherche alors 0 tel que COS@:% et sinf= W Ce sera l'argument de z .
|

11 suffit de développer et on retrouve la forme algébrique : z=|z|cos@+i|z|sin O . ‘

ExempLEs C3 T C4

Mettre sous forme trigonométrique les complexes z,=—1—iV3 et z,=2—21i .
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III. Notation exponentielle

PROPRIETE
Soit f lafonction: IR — C

t +—> cost+isint .
Alors: f(t+2')=f (1) f(t') et £(0)=1.

Autrement dit, la fonction f vérifie I'équation fonctionnelle de la fonction exponentielle.

Démonstration :

D’ou I’intérét d’introduire une nouvelle notation, en lien avec la forme trigonométrique :

DEFINITION (FORME EXPONENTIELLE)

Pour tout réel 0, on note : cos@+isinf=e'’ .

On a alors : tout nombre complexe de module 7 et d'argument 0 s’écrit r¢' .

i

REMARQUE : e'"'=

Plus jolie encore, en écrivant e'"+1=0, on fait apparaitre les 5 grandes constantes des mathématiques.

e~2,71828183  i’=—1 m~3,14159265 i
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PROPRIETE (FORMULE DE MOIVRE)
VO0eER,VneZ: cos(nd)+isin(n0)=(cos(0)+isin(0))" .

Démonstration :

PROPRIETE (FORMULES D’EULER)

il o0 . o0 o0
VoeR: cos(@)zT et sm(G)zT

Démonstration :

IV. Applications en géométrie

PROPRIETES

Soient A, B, C et D quatre points deux a deux distincts.

* (i, AB)=arg(z,~z,)

. (AB,CD)= arg( ZD:ZC)

ZRpTZ
“n ¢ i0 —= == CD
o = = = 2 et —=vr
P re (AB,CD)=6 [2=] AT
Démonstrations :
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Démonstration : €

Exemples d'utilisation en géométrie

On considere quatre points A, B, C et D deux a deux distincts dans le plan complexe rapporté a

un repére orthonormé. On note a, b, ¢ et d les affixes respectives de ces points.

Les théoreémes précédents permettent en particulier d’étudier des configurations géométriques.

= Alignement de trois points

A,BetCsontalignésa(ﬁ,E):o (7] < arg{;_z]=0 (7] < ;_Z ER.

« Parallélisme de deux droites 4
—-c

(AB) et (CD) sont paralleles < (AB, CT?ﬁ =0[7n]l < arg(:__;J =0 [7] & Y e R

» Orthogonalité de deux droites d d
(AB) et (CD) sont orthogonales < (AB, CD) = g 7] & arg( i ng e 27 iR

b-a b—a
» Caractérisation de triangles
. . s = qp c—a k c—a .
- Le triangle ABC estrectangle en A <(AB, AC) = — [n] @ arg| — |=— [n]le—— iR
2 b-a 2 b-a
AB=AC
- Le triangle ABC est équilatéral < . .
8 d (AB,AC)=—= ou (AB,AC)=——
3 3
c-al
b—a
=
ar cra|l_ @ ou ar fra)__®
are b-a 3 g b-a 3
= c-a =efSF ou C_a=e_q
b-a b-a ’

V. L'imaginaire a la puissance imaginaire

Une identité magnifique :

soit: 120,207 879576 350761908 546955619 834

i
)

_ J‘c . . j’[_ s
=cos=+isin==0+1=1
2 2
EALEN
donc (¢ 2| =i
iz
Vs 1 P
c'est-a-dire ¢ 2=ji!

_
' A : .
c'est-a-dire ¢ 2=i'.
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— BILAN DU CHAPITRE & TRAVAIL EN AUTONOMIE «

[  voir aussi lIs.fr/MXPfiche2
* Fiche bilan — p.69

* QCM 7 questions corrigées — p.70

* Exercices corrigés — 131 a 139 p.71

«= * Exercice type corrigé — méthodes 9 et 10 p.59
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